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Mỗi bài học trong sách Toán 10 thường có các phần như sau: 


Gợi mở, kết nối người học vào chủ đề bài học. 
Hoạt động khởi động 


Gợi ý để người học tìm ra kiến thức mới. 
Hoạt động khám phá 


Nội dung kiến thức cần lĩnh hội. 
Kiến thức trọng tâm 
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Thực hành 
Sề „ 


Vận dụng 


Các bài tập cơ bản theo yêu câu cần đạt. 


Ứng dụng kiến thức để giải quyết vấn đề. 


Hãy bảo quản, giữ gìn sách giáo khoa đề dành tặng các em học sinh lớp sau! 
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LớI nói đaãu 
Các bạn học sinh, quý thầy, cô giáo thân mền! 
Sách Toán 10 thuộc bộ sách giáo khoa Chân trời sáng tạo được biên soạn theo Chương trình 
giáo dục phố thông năm 2018 của Bộ Giáo dục và Đào tạo. 
Cấu trúc sách Toán 10 được chia thành hai tập. 
Tập một bao gồm ba phân: 
Đại số và Một số yếu tô Giải tích gồm ba chương: Äệnh đề và tập hợp; Bắt phương trình 
và hệ bắt phương trình bậc nhất hai ẩn; Hàm số bậc hai và đồ thị. 
Hình học và Đo lường gồm hai chương: Ở! thức lượng trong tam giác; Vectơ. 
Thống kê và Xác suất gồm một chương: Thống kê. 
Đầu mỗi chương đều có nêu rõ các kiến thức cơ bản sẽ học và các yêu cầu cần đạt của 
chương. Các bài học đều xây dựng theo tinh thần định hướng phát triển năng lực và thường 
được thống nhất theo các bước: khởi động, khám phá, thực hành, vận dụng. Sách sẽ tạo nên 


một môi trường học tập và giảng dạy tương tác tích cực nhằm đảm bảo tính dễ dạy, dễ học 
đồng thời hỗ trợ các phương pháp giảng dạy hiệu quả. 
Nội dung sách thể hiện tính tích hợp, gắn bó môn Toán với các môn học khác. Những hoạt 
động trải nghiệm được tăng cường giúp người học có thêm cơ hội vận dụng Toán học vào 
thực tiễn, đồng thời ứng dụng công nghệ thông tin vào việc học Toán. 
Chúng tôi tin tưởng rằng với cách biên soạn này, sách giáo khoa Toán 10 sẽ hỗ trợ tích cực 
và hiệu quả quý thầy, cô giáo trong quá trình dạy học, đồng thời giúp các bạn học sinh hứng 
thú hơn khi học tập bộ môn Toán. 
Rất mong nhận được sự góp ý của quý thầy, cô giáo và các bạn học sinh đề sách được ngày 
càng hoàn thiện hơn. 
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Mệnh đề và tập hợp được coi là ngôn ngữ của toán học, là công cụ giúp con người diễn đạt các phát biểu toán học trở 
nên thống nhất, ngắn gọn, rõ ràng và chính xác. 


Trong chương này, chúng ta sẽ tìm hiểu về hai khái niệm mệnh đề và tập hợp, cũng như một số khái niệm cơ bản liên 
quan và làm quen với việc sử dụng chúng trong học tập và cuộc sống. 
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Sách ở thư viện được sắp xếp như thế nào để thuận tiện cho việc quản lí và tìm kiếm? 


Học xong chương này, bạn có thể: 


Nhận biết và lấy được ví dụ về mệnh đề, mệnh đề phủ định, mệnh đề kéo theo, mệnh 
đề đảo, mệnh đề tương đương, mệnh đề chứa kí hiệu V và 3; sử dụng đúng các thuật 
ngữ điều kiện cần, điều kiện đủ, điều kiện cần và đủ. 

Xác định được tính đúng sai của mệnh đề trong những trường hợp đơn giản. 

Nhận biết được các khái niệm cơ bản về tập hợp (tập hợp, phần tử, tập con, hai tập hợp 
bằng nhau, tập rỗng); sử dụng đúng các kí hiệu c, —, D, Ø. 

Thực hiện được phép toán trên tập hợp (hợp, giao, hiệu của hai tập hợp, phần bù của 
tập con); minh hoạ được bằng biểu đồ Ven. 

Giải quyết được một số vấn đề thực tiễn liên quan đến số phần tử của tập hợp và các 
phép toán trên tập hợp. 


Bài 1. Mênh để 


Từ ld:oá: Mệnh đề; Mệnh đề phủ định; Mệnh đề kéo theo; Mệnh đề đảo; Mệnh đề tương đương; 
Mệnh đề chứa kí hiệu V, 3; Điều kiện cần; Điều kiện đủ; Điều kiện cần và đủ. 


®) Hãy theo dõi tình huống sau đây: 


Tam giác ÁB( cân 
Tam giác ABC có hai qóc 
ở đáy bằng nhau 


Bạn có thể phát biểu định lí theo cách khác? 
Sau bài học này, bạn còn có thể đưa ra những cách phát biểu khác nữa. 


1. Mệnh đề 


Xét các câu sau đây: 
(“i1 (J)1+1=2. 

(2) Dân ca Quan họ là di sản văn hoá phi 
vật thê đại diện của nhân loại. 

(3) Dơi là một loài chim. 

(4) Nắm có phải là một loài thực vật không? 
(5) Hoa hồng đẹp nhất trong các loài hoa. 
(6) Trời ơi, nóng quả! 

Trong những câu trên, 

a) Câu nào là khăng định đúng, câu nào là khăng định sai? 

b) Câu nào không phải là khăng định? 

c) Câu nào là khăng định, nhưng không thể xác định nó đúng hay sai? 


Trong khoa học cũng như trong đời sông hằng ngày, người ta thường dùng các câu nêu lên 
một khăng định. Những khăng định có tính hoặc đúng hoặc sai, như các câu (1), (2), (3) ở trên, 


được gọi là mệnh đề logic (hay mệnh đề). 


` - 
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_®_ jMệnh đề là một khẳng định đúng hoặc sai. 
Một khăng định đúng gọi là mệnh đề đúng. 
Một khăng định sai gọi là mệnh đề sai. 
Một mệnh đè không thể vừa đúng vừa sai. 


Chú ý: Người ta thường sử dụng các chữ cái 1n hoa P, Q, ®,... đề kí hiệu mệnh đề. 


Ví dụ T1 


Trong các câu sau đây, câu nào là mệnh đê? 


a) 3 là số lẻ; b)l+2>3; 
c) 7u là số vô tỉ phải không? đ) 0,0001 là số rất bé; 
e) Đến năm 2050, con người sẽ đặt chân lên Sao Hoả. 

Giải 


a) “3 là số lẻ” là mệnh đề (là mệnh đề đúng). 
b) “I + 2 > 3” là mệnh đề (là mệnh đề sai). 
c) “7 là một số vô tỉ phải không?” là câu hỏi, không phải mệnh đề. 
d) Câu “0.0001 là số rất bé” không có tính hoặc đúng hoặc sai (do không đưa ra tiêu chí 
thế nào là số rất bé). Do đó, nó không phải là mệnh đề. 
©) “Đến năm 2050, con người sẽ đặt chân lên Sao Hoả” là một khăng định chưa thê chắc 
chắn là đúng hay sai. Tuy nhiên, nó chắc chắn chỉ có thê hoặc đúng hoặc sai. Do đó, nó 
là một mệnh đẻ. 
Chú ý: Những mệnh đề liên quan đến toán học (như các mệnh đề ở câu a) và b) trong 
Ví dụ 1) còn được gọi là mệnh đề toán học. 

9 Trong các câu sau, câu nào là mệnh đề? 
a) ^Í2 là số vô tỉ; b) + +ưn>2 


c) 100 tỉ là số rất lớn; đ) Trời hôm nay đẹp quá! 


®, Xét tính đúng sai của các mệnh đề sau: 
a) Vịnh Hạ Long là di sản thiên nhiên thế giới; 
b) Ji =_ấ 
c) 5ˆ + 12” = 13. 


2. Mệnh đề chứa biến Hình 2. Vịnh Hạ Long 


4® Xét câu “ chia hết cho 5” (n là số tự nhiên). 
a) Có thê khăng định câu trên là đúng hay sai không? 
b) Tìm hai giá trị của ø sao cho câu trên là khăng định đúng, hai giá trị của ø sao cho 
câu trên là khăng định sai. 
Câu “ø chia hết cho 5” là một khăng định, nhưng không là mệnh đề, vì khăng định này có 
thê đúng hoặc sai, tuỳ theo giá trị của ø. Tuy vậy, khi thay ø băng một sô tự nhiên cụ thê 
thì ta nhận được một mệnh đề. Người ta gọi “n chia hết cho 5” là một mệnh đề chứa biến 
(biến ø), kí hiệu P(n). Ta viết P(n): “*w chia hết cho 5” (ø là số tự nhiên). 


Một mệnh đê chứa biên có thê chứa một biên hoặc nhiêu biên. 


Ví dụ 2 
Cho các mệnh đề chứa biến: 
a) P(x): “2x = l”; 
b) R(x, y): “2x + y = 3” (mệnh đề này chứa hai biến x và ÿ); 
e) 7(n): “2n + 1 là số chăn” (ø là số tự nhiên). 
Với mỗi mệnh đề chứa biến trên, tìm những giá trị của biến để nhận được một mệnh 
đề đúng và một mệnh đề sai. 
Giải 
` lL .. | l ¬- 3. 
a) Với x=— thì P| — |:“2.—=L” là mệnh đê đúng. 
2 2 2 
Với x = I thì P(1): “2. 1 = 1” là mệnh đề sai. 
b) Với x = I,y= I thì R(I, 1): “2.1 + I = 3” là mệnh đề đúng. 
Với x = l, y= 2 thì ®(1, 2): “2. I + 2 = 3” là mệnh đề sai. 
c) Lẫy số tự nhiên Hạ bất kì ta đều được 2n, + 1 là một số lẻ, nghĩa là ?(nạ): “2n, + l 
là số chăn” là mệnh đề sai. Do đó, không có giá trị nạ của n đề 7I (n,) là mệnh đề đúng. 
T(n,) là mệnh đề sai với số tự nhiên Hụ bắt kì. 
 e] Với mỗi mệnh đề chứa biến sau, tìm những giá trị của biến đề nhận được một mệnh đề 
đúng và một mệnh đề sai. 
a) P(ø): “x? = 2”); 
b) (+): “x+ 1>0”; 
c) R(n): ““ + 2 chia hết cho 3” (n là số tự nhiên). 


3. Mệnh đề phủ định 
4® Xét các cặp mệnh đề nằm cùng dòng của bảng (có hai cột P và P) sau đây: 


Dơi là một loài chim. Dơi không phải là một loài chìm. 
r không phải là một số hữu tỉ. m là một số hữu tỉ. 


42+x3>45. 12+x3<45. 


v5 ýN=6 


Nêu nhận xét về tính đúng sai của hai mệnh đê cùng cặp. 


Với từng cặp mệnh đề P và Pở /, ta thây chúng có tính đúng sai trái ngược nhau (P đúng thì 
P sai và ngược lại). Ta nói mệnh đề P là mệnh đề phú định (hoặc phú định) của mệnh đề P. 


Nhận xét: Thông thường, đề phủ định một mệnh đề, người ta thường thêm (hoặc bớt) 
từ “không” hoặc “không phải” vào trước vị ngữ của mệnh đề đó, như hai cặp mệnh đề 


đầu tiên ở 2® Tuy nhiên, ta cũng thường gặp cách diễn đạt khác, như hai cặp mệnh đề 


sau ở ') 


Mỗi mệnh đề P có mệnh đề phủ định, kí hiệu là P. 


Mệnh đề P và mệnh đề phủ định P của nó có tính đúng sai trái ngược nhau. Nghĩa là 
khi P đúng thì P sai, khi P sai thì P đúng. 

Ví dụ 3 

Phát biểu mệnh đề phủ định của các mệnh đề sau: 

P: “Tháng 12 dương lịch có 3l ngày”; 

Ó: “9'°> 10; 

R: “Phương trình xˆ + 1 = 0 có nghiệm”. 

Giải 

Mệnh đề phủ định của các mệnh đề trên là: 

P: “Không phải tháng 12 dương lịch có 31 ngày”: 

Ợ: *9!9 < 10; 

R: “Phương trình x? + 1 =0 vô nghiệm”. 


$, Phát biểu mệnh đề phủ định của các mệnh đề sau. Xét tính đúng sai của mỗi mệnh đề 


và mệnh đề phủ định của nó. 

a) Paris là thủ đô của nước Anh; 

b) 23 là số nguyên tố; 

c) 2021 chia hết cho 3; 

d) Phương trình x” - 3x + 4 = 0 vô nghiệm. 


4. Mệnh đề kéo theo 


@ Xét hai mệnh đề sau: 
- 


(1) Nếu 4C là tam giác đều thì nó là tam giác cân; 
(2) Nếu 2a - 4 > 0 thì a > 2. 
a) Xét tính đúng sai của mỗi mệnh đề trên. 


b) Mỗi mệnh đê trên đều có dạng “Nếu P thì @”. Chỉ ra P và Ó ứng với mỗi mệnh đề đó. 


Mỗi mệnh đề ở —, đều có dạng “Nếu P thì Ở”. Chúng là những mệnh đề kéo theo. 


` cá 
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# Cho hai mệnh đề P và ÓQ. Mệnh đề “Nếu P thì Ở” được gọi là mệnh đề kéo theo. kí hiệu 
lnF 
Mệnh đề P —> Q chỉ sai khi P đúng và Ó sai. 


Nhận xét: 

a) Mệnh đề P > Ó@ còn được phát biêu là “P kéo theo Ở” hoặc “Từ P suy ra Ở”. 

b) Đề xét tính đúng sai của mệnh đề  —> Ó, ta chỉ cần xét trường hợp P đúng. Khi đó, 

nếu Ó đúng thì mệnh đề đúng, nếu Ó sai thì mệnh đề sai. Ta đã quen với điều này khi 

chứng minh nhiều định lí ở Trung học cơ sở. 

Ví dụ 4 

Xét tính đúng sai của các mệnh đề sau: 

a) R: “Nếu tam giác 48C có hai góc băng 60° thì nó là tam giác đều”; 

b) 7: “Từ -3 < -2 suy ra (—3)” < (—2)””. 

Giải 

a) # là mệnh đề có dạng P > Ó, với P: “Tam giác 48C có hai góc bằng 60” và Ó: ““Tam giác 

ABC là tam giác đều”. Ta thấy khi P đúng thì @ cũng đúng. Do đó, P => Ó đúng hay ® đúng. 

b) 7 là mệnh đề có dạng P = Ó, với P: “-3 < -2” và Ó: “(-3) < (_2)?” (hay “9 < 4”). 

Ta thây mệnh đề P đúng, còn mệnh đề Ó sai. Do đó, P => Ó sai. Vậy 7 là mệnh đề sai. 
Trong toán học, định: lí là mệnh đề đúng. Các định lí trong toán học thường có dạng P > Ó. 


` 7. 
_ - 


® Khi mệnh đề P > Ó là định lí, ta nói: 
P là giả thiết. Q là kết luận của định lí; 
P là điều kiện đủ đề có O: 


Ó là điều kiện cán đê có P. 


Ví dụ 5 
Sử dụng các thuật ngữ “điều kiện cần”, “điều kiện đủ” đề phát biểu lại định lí: “Nếu tứ 
giác 4BCD là hình chữ nhật thì hai đường chéo bằng nhau”. 

Giải 
Ta có thể phát biểu lại định lí đã cho như sau: 
“Tứ giác 4BCD có hai đường chéo bằng nhau là điều kiện cần đề nó là hình chữ nhật” 
hoặc ““Tứ giác 48CD là hình chữ nhật là điều kiện đủ đề hai đường chéo bằng nhau”. 


Ổ 3 Xét hai mệnh đề: 


P: “Hai tam giác 4BC và 4'B'C' bằng nhau”; 
Ó: “Hai tam giác 48C và 4'8'C' có diện tích bằng nhau”. 
a) Phát biểu mệnh đề P > Ó. 


b) Mệnh đề P—> Ó có phải là một định lí không? Nếu có, sử dụng thuật ngữ “điều kiện 
cần”, “điều kiện đủ” để phát biêu định lí này theo hai cách khác nhau. 


5. Mệnh đề đảo. Hai mệnh đề tương đương 


@ Xét hai mệnh đề dạng P —> Ó sau: 

“Nếu tam giác 4C là đều thì nó có hai góc bằng 60°”; 

“Nếu a”— 4= 0 thì a = 2”. 

a) Chỉ ra P, Ó và xét tính đúng sai của mỗi mệnh đề trên. 

b) Với mỗi mệnh đè đã cho, phát biêu mệnh đề @ — P và xét tính đúng sai của nó. 
Q: 


“_ Mệnh đề Q — P được gọi là mệnh đề đảo của mệnh đề P > Ó. 


Chú ý: Mệnh đè đảo của một mệnh đề đúng không nhất thiết là đúng. 


”_ Nếu cả hai mệnh đề P => Ó và Q => P đều đúng thì ta nói P và Ó là hai mệnh đề 
tương đương, kí hiệu là P © Q (đọc là “P tương đương Q” hoặc “P khi và chỉ 
khi O). 

Khi đó, ta cũng nói P là điều kiện cần và đủ đề có Ó (hay O là điều kiện cần và 
đủ đề có P). 


Nhận xét: Hai mệnh đề P và Ó tương đương khi chúng cùng đúng hoặc cùng sai. 


Ví dụ 6 
Xét hai mệnh đề: 
P: “Tam giác 4ðC vuông tại 4”); 
Ó: “Tam giác ABC có 4B? + AC” = BC””. 


Hai mệnh đề P và Ó có tương đương không? Nếu có, hãy phát biêu một định lí thê hiện 
điêu này, trong đó có sử dụng thuật ngữ “khi và chỉ khi” hoặc “điều kiện cần và đủ”. 


Giải 
Theo định lí Pythagore, hai mệnh đề P > @ và Q > P đều đúng. Do đó, P và Q là hai 
mệnh đề tương đương. Ta có thể phát biểu thành định lí như sau: 


“Tam giác 4BC vuông tại 4 khi và chỉ khi 48” + 4C” = BC”” 


hoặc “Đề tam giác 4BC vuông tại A, điều kiện cần và đủ là 4#? + AC? = BC°?”. 


Q Xét hai mệnh đề: 


P: “Tứ giác ABC? là hình vuông”; 
Ó: “Tứ giác 48C? là hình chữ nhật có hai đường chéo vuông góc với nhau”. 
a) Phát biều mệnh đề P > Ó@ và mệnh đề đảo của nó. 


b) Hai mệnh đề P và Ó có tương đương không? Nếu có, sử dụng thuật ngữ “điều kiện 
cần và đủ” hoặc “khi và chỉ khi” đề phát biểu định lí P © Q theo hai cách khác nhau. 


6. Mệnh đề chứa kí hiệu V, 3 


® Xét tính đúng sai của các mệnh đề sau: 
(1) Với mọi số tự nhiên x, Ax là số vô tỉ; 
(2) Bình phương của mọi số thực đều không âm; 
(3) Có số nguyên cộng với chính nó bằng 0; 


(4) Có số tự nhiên ø sao cho 2ø - ] = 0. 


Trong toán học, đề ngăn ngọn, người ta dùng các kí hiệu V (đọc là với mợi) và 3 (đọc là 


tôn tại) đề phát biêu những mệnh đề như ở 9 ị Chăng hạn. có thê viết lại các mệnh đề 
trên lân lượt như sau: 


()VxeN, 4x là số vô tỉ; (2) VxeR,x?>0; 
(3) dx e Z,x+x=0; (4) dn e Ñ,2n— 1=0. 


Ta nói (1), (2) là mệnh đề chứa kí hiệu VY: (3). (4) là mệnh đề chứa kí hiệu 3. 
Tổng quát hơn, có thê phát biêu hai loại mệnh đề này như sau: 
“Vx c1, P(x)” và “dx e M, P(x)”. 
với Ä⁄ là một tập hợp, P(x) là một mệnh đề chứa biến nào đó. 
L 'Mệnh đề “Vx e M, P(x)” đúng nếu với mọi xạ € Mí, P(x,) là mệnh đề đúng. 
Mệnh đề “3x e M, P(x)” đúng nếu có xạ € M⁄ sao cho P(x,) là mệnh đề đúng. 


Ví dụ 7 
Xét tính đúng sai và viết mệnh đề phủ định của các mệnh đề sau: 
a) VxelR,xˆ+2x+2>0; b) 3x e R,xˆ+3x+4=0. 
Giải 
a) Mệnh đề đúng, vì x + 2x + 2 = (x + 2x + l)+l=(x+ IÝ+ I >0 với mọi số thực x. 
Mệnh đề phủ định của mệnh đề này là: 3x e ÏR, x? + 2x + 2 <0. 
b) Mệnh đề sai, vì phương trình xˆ + 3x + 4 = 0 vô nghiệm (A = —7 < 0). 
Mệnh đề phủ định của mệnh đề này là: Vx e ïR, x? + 3x + 4 z0. 


Sử dụng kí hiệu V, 3 đê viêt các mệnh đê sau: 
a) Mọi sô thực cộng với sô đôi của nó đêu băng 0; 


b) Có một số tự nhiên mà bình phương bằng 9. 


Xét tính đúng sai và viêt mệnh đê phủ định của các mệnh đê sau: 


a) VxelR,x >0; b) 1x e R,xˆ= 5x— 4; c) dx e Z„ 2x+ l1 =0. 


| BÀITẬP TẬP 


1. Trong các khăng định sau. khăng định nào là mệnh đề, khăng định nào là mệnh đề chứa biến? 


a)3 +2 >5; b) l-2x=0; c)x—y=2; đ)1- 42 <0. 
2. Xét tính đúng sai của các mệnh đề sau và phát biểu mệnh đề phủ định của chúng. 

a) 2019 chia hết cho 3; 

b) m< 3,15; 


c) Nước ta hiện nay có 5 thành phố trực thuộc Trung ương: 
đ) Tam giác có hai góc bằng 45” là tam giác vuông cân. 
3. Xét hai mệnh đẻ: 
P: “Tứ giác ABC? là hình bình hành”; 
Ó: “Tứ giác 4BCD có hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường”. 
a) Phát biêu mệnh đề P > Ó và xét tính đúng sai của nó. 
b) Phát biêu mệnh đề đảo của mệnh đề P > Ó. 


4. Cho các mệnh đề sau: 
P: “Giả trị tuyệt đối của mọi số thực đều lớn hơn hoặc bằng chính nó”; 
Ó: “Có số tự nhiên sao cho bình phương của nó bằng 10”; 
R: “Có số thực x sao cho x2 + 2x — l = 0”. 
a) Xét tính đúng sai của mỗi mệnh đề trên. 
b) Sử dụng kí hiệu V, 3 đề viết lại các mệnh đề đã cho. 


5. Xét tính đúng sai và viết mệnh đề phủ định của các mệnh đề sau đây: 
a)dxceN ,x+3=0; b) VxelR,x?+l>2z. c) Va e R, A42 =a. 


6. Cho các định lí: 
P: “Nếu hai tam giác bằng nhau thì diện tích của chúng bằng nhau”; 
Ó: “Nếu a< b thì a+e<b+c°(a,b,e e B). 
a) Chỉ ra giả thiết và kết luận của mỗi định lí. 
b) Phát biêu lại mỗi định lí đã cho, sử dụng thuật ngữ ữ “điều kiện cần” hoặc “điều kiện đủ”. 
c) Mệnh đề đảo của mỗi định lí đó có là định lí không? 


7. Sử dụng thuật ngữ “điều kiện cần và đủ”, phát biểu lại các định lí sau: 
a) Một phương trình bậc hai có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi biệt thức của nó dương; 
b) Một hình bình hành là hình thoi thì nó có hai đường chéo vuông góc với nhau và ngược lại. 


“ sà 


Bạn có biết? 
Các giả thuyết trong toán học 


Trong toán học, có những mệnh đề được tin là đúng nhưng chưa thê chứng minh hay bác 
bỏ (tức chỉ ra rằng nó sai). Mệnh đề như vậy được gọi là một øi thuyết toán học. 

Nhiều giả thuyết toán học là thách thức lớn cho các nhà toán học trong thời gian dài, cuối 
cùng đã được chứng minh. Chăng hạn, Định lí lớn Fermat “Không tôn tại ba số nguyên 
dương x, y, z sao cho x" + „" = z", trong đó ø là số nguyên, ø > 2” được Pierre de Fermat 
(1607 —- 1665, nhà toán học người Pháp) phát biểu vào năm 1630 trên bìa một cuốn sách, 
kèm theo dòng chữ nói rằng ông có phương pháp đề chứng minh nhưng không thể viết ra 
vì lề sách quá hẹp. Phải sau đó gần bốn thế ki, Định lí lớn Fermat mới được chứng minh 
bởi nhà toán học người Anh Andrew Wiles vào năm 1994. 


Có những giả thuyết tưởng - chắc đúng, nhưng sau đó người ta chỉ ra nó sai. Cũng có 
những giả thuyết đến nay vẫn chưa thê chứng minh hay bác bỏ. Chăng hạn, giá thuyết 
Goldbach (Christian Goldbach, 1690 — 1764, là nhà toán học người Đức) phát biều rằng 
“Mọi số chẵn lớn hơn 2 là tông của hai số nguyên tố” (ví dụ: 4 =2 +2,6=3+3, 
§=3+ 5, 10=3 +7, ...). Những giả thuyết như vậy đang chờ đợi các nhà toán học chinh 
phục trong tương lai. 


(Theo Britannica) 


Bài 2. Tập hợp 


Từ ldoá: Tập hợp; Phần tử; Thuộc; Không thuộc; Tập hợp rỗng; Tập con; Nằm trong; Chứa; 
Đoạn; Khoảng; Nửa khoảng. 
®) Giả sử bạn có một giá sách và các quyển sách 
như hình dưới đây. Bạn sẽ xếp các quyển sách 
của mình lên giá như thế nào? Hãy giải thích. 


1. Nhắc lại về tập hợp 
Như đã biết ở cấp Trung học cơ sở, trong toán học, người ta dùng từ Zẩ@p hợp đề chỉ một 
nhóm đối tượng nào đó hoàn toàn xác định. Mỗi đối tượng trong nhóm gọi là một phân £ử 
của tập hợp đó. 
Ví dụ T 
a) Các học sinh của lớp I0A tạo thành một tập hợp. Các học sinh nữ của lớp này cũng 
tạo thành một tập hợp. 


b) Các nghiệm của phương trình x” - 4 = 0 tạo thành một tập hợp (gọi là tập nghiệm của 
phương trình x? - 4 = 0). Tập hợp này có hai phần tử là 2 và -2. 
Người ta thường kí hiệu tập hợp bằng các chữ cái in hoa 4, B, C,... và kí hiệu phần tử của 
tập hợp băng các chữ cái ¡n thường 4a, ở, c, ... 
Chú ý: Đôi khi, để ngắn gọn người ta dùng từ “tập” thay cho “tập hợp”. 
Đề chỉ z là một phần tử của tập hợp 4, ta viết a e 4 (đọc là “z #uộc 4”). Đề chỉ a không là 
phần tử của tập hợp 4, ta viết a # 4 (đọc là “a không thuộc 4`). 
Một tập hợp có thể không chứa phần tử nào. Tập hợp như vậy gọi là fập rỗng. kí hiệu Ø. 
Ví dụ 2 
a) Cho 4 là tập hợp các số tự nhiên chăn nhỏ hơn 10, khi đó 0 e 4,4 e 4, l £ 4, 10 ø A4. 
b) Nếu gọi Z là tập hợp các tháng trong năm âm lịch có 31 ngày, thì 8 là tập rỗng. 
Người ta thường kí hiệu các tập hợp số như sau: Ñ là tập hợp các số tự nhiên; Z là tập hợp 
các số nguyên; Q là tập hợp các số hữu tỉ; IR là tập hợp các số thực. 
a) Lấy ba ví dụ về tập hợp và chỉ ra một số phần tử của chúng. 


b) Với mỗi tập hợp Ñ, Z2, Ọ, lR, hãy sử dụng kí hiệu e và £ đề chỉ ra hai phần tử thuộc, 
hai phần tử không thuộc tập hợp đó. 


Cách xác định tập hợp 


Xét tập hợp 4 các số tự nhiên chẵn nhỏ hơn 15. Ta có thê viết tập hợp 4 dưới dạng /iệ£ kê 
các phần tử: 


A= {0; 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14}, 
hoặc dưới dạng chỉ ra tính chất đặc trưng cho các phần tử: 


A= {x|x eÑ, x chẵn và x< 15}. 


Chú ý: Khi liệt kê các phần tử của tập hợp, ta có một số chú ý sau đây: 
a) Các phân tử có thê được viết theo thứ tự tuỳ ý. Chăng hạn, để viết tập hợp 4 các 
nghiệm của phương trình x(x — l) = 0, ta có thê việt 4 = {0; 1} hoặc 4 = {1; 0}. 
b) Mỗi phần tử chỉ được liệt kê một lần. Chăng hạn, nếu kí hiệu Ö là tập hợp các chữ cái 
tiêng Anh trong từ “ma(hemafics” thì B = {m; q; t; h; e; ï; €; S}. 
c) Nếu quy tắc xác định các phần tử đủ rõ thì người ta dùng _¬ mà không nhất thiết viết 
ra tật cả các phân tử của tập hợp. Chăng hạn, tập hợp các sô tự nhiên không quá 100 có 
thê được việt là {0; l; 2; ....; 100}. 
Ví dụ 3 
Viết mỗi tập hợp sau đưới dạng thích hợp: 
a) Tập hợp 41 các ước dương của l8; 
b) Tập hợp Ö các nghiệm của phương trình x” + 3x - 4 = 0; 
c) Tập hợp C các số tự nhiên lẻ; 
d) Tập hợp D các nghiệm của phương trình x + 3y = ]. 

Giải 
a) Số 18 có các ước dương là l1; 2; 3; 6; 9; 18. Do đó 4 = {l; 2; 3; 6; 9; 18}. 
b) Giải phương trình xˆ + 3x — 4= 0 nhận được hai nghiệm ÏI và -4. Do đó 8 = {l1; -4}. 
Ta cũng có thể viết 8 = {x e IR |x” + 3x— 4= 0). 
c) Ta có thê viết dưới dạng liệt kê các phần tử: C= {1; 3; 5; 7;...}. Ta cũng có thê viết 
dưới dạng chỉ ra tính chất đặc trưng cho các phần tử: C= ƒx |x e Ñ, x là số lẻ} hoặc 
C= {z e Ñ |x là số lẻ} hoặc C= {x |x= 2n + l,n e Ñ}. 
d) Ta viết D = {Œ; y) |x, y e R,x+3y= l}. 


Chú ý: Có những tập hợp, như 4 và Ö ở Ví dụ 3, ta có thê đếm hết các phần tử của chúng. 
Những tập hợp như vậy được gọi là fập hợp hữu hạn. 

Nếu # là tập hợp hữu hạn thì số phần tử của nó được kí hiệu là ñ{#). Chăng hạn, trong 
Ví dụ 3, ta có: n4) = 6 và n(B) = 2. 

Đặc biệt, (G7) = 0. 


Đ Viết các tập hợp sau đây dưới dạng liệt kê các phần tử và tìm số phần tử của mỗi tập hợp đó: 
a) Tập hợp 4A các ước của 24; 
b) Tập hợp Z8 gồm các chữ số trong số I 113305; 
c) C= {n e Ñ | n là bội của Š và n < 30}; 
d)D= {zx e R|xˆ- 2x + 3 = 0}. 


Viết các tập hợp sau đây dưới dạng chỉ ra tính chất đặc trưng cho các phân tử: 
a)A= {l;3; Š;...; 15}; 

b) 8= {0; 5; 10; 15; 20;...}; 

c) Tập hợp C các nghiệm của bất phương trình 2x + 5 > 0. 


2. Tập con và hơi tập hợp bằng nhau 


/® Trong mỗi trường hợp sau đây, giữa hai tập hợp 4 và Ö có điều gì đặc biệt? (Các phần 
tử của tập hợp 4 có thuộc tập hợp 7Ø không?) 
a) 4= {-l; 1l} và B= {-l; 0; 1;2}; 
b)4=Nvà B=Z⁄ 
c) 4 là tập hợp các học sinh nữ của lớp 10E, Ø là tập hợp các học sinh của lớp này; 


d) 4 là tập hợp các loài động vật có vú, Ö là tập hợp các loài động vật có xương sống. 


Cho hai tập hợp 4 và 8. Nếu mọi phần tử của 4 đều là phần tử của Ö thì ta nói tập hợp 4 
là đập con của tập hợp Ö và kí hiệu 4 c 8 (đọc là A chứa trong PB). hoặc B Đ 4 (đọc là 
B chứa 4). 


Nhận xét: 
°Ồ 1C A và ØC A4 với mọi tập hợp A. 


‹ Nếu 4 không phải là tập con của Ö thì ta kí hiệu 4 Z Ö (đọc là 4 không chứa trong B 
hoặc 8 không chứa 4). 


- Nếu 4C ð hoặc Ö c 4 thì ta nói 4 và 8 có quan hệ bao hàm. 


Trong toán học, người ta thường minh hoạ 
tập hợp bằng một hình phăng được bao quanh 
bởi một đường cong kín, gọi là biểu đô Wen (đặt 
theo tên nhà toán học, nhà triết học người Anh 
John Venn). Theo cách này, ta có thê minh hoạ 


4A là tập con của Ö như Hình 1. Hình 1 Hình 2. John Venn 
(1834- 1923) 


Chú ý: 
Giữa các tập hợp số quen thuộc (tập số tự nhiên, 
tập sô nguyên, tập sô hữu tỉ, tập sô thực), ta có 
quan hệ bao hàm: 

NcZ2cQcCR. 


Hình 3 


Hai tập hợp 4 và Ö gọi là bằng nhau, kí hiệu 4 = B, nếu 4 C 8 và 8c A. 


Nói cách khác, hai tập hợp 4 và 8 băng nhau nếu mỗi phần tử của tập hợp này cũng là phần 
tử của tập hợp kia và ngược lại. 


8 


8 


Ví dụ 4 
Xét quan hệ bao hàm giữa mỗi cặp tập hợp sau. Chúng có bằng nhau không? 
a)A = {0; l1; 2; 3; 4} và B = {0; 2; 4); 
b) C= {xe R|x =4} và D= {xe R|lx|=2}: 
c) E là tập hợp các hình bình hành và # là tập hợp các tứ giác có hai cặp cạnh đối 
song song; 
d) G= {x e Ñ\ | x là bội của 3} và H = {x e Ñ | x là bội của 6}. 
Giải 
a) Ta thấy mỗi phần tử của Z đều là phần tử của 44, do đó 8 c 4. Có I e 4 nhưng 1 £ Ö, 
do đó 4 khác Ö. 
b) Hai phương trình x” = 4 và |x| =2 đều có hai nghiệm là x = 2 và x = -2. 
Do đó, C= D= {-2; 2). 
c) Ta biết rằng, một hình tứ giác là hình bình hành khi và chỉ khi nó có hai cặp cạnh đối 
song song. Do đó, nêu x e # thì x e # và ngược lại. Bởi vậy,  = F. 


đ) Giả sử x e ÖH1, tức x là bội của 6. Khi đó có số & e Ñ sao cho x = 6k = 3. 2. Suy ra 
x cũng là bội của 3 hay x e Œ. Vậy HC Œ. Mặt khác, có 3 e Ớ nhưng 3 £ HH. Do đó, 
G khác H. 


Trong mỗi cặp tập hợp sau đây, tập hợp nào là tập con của tập hợp còn lại? Chúng có 
bằng nhau không? 


a) A={—x3:x3] và B= {x elR|xˆ—-3=0)}; 
b) C là tập hợp các tam giác đều và Ð là tập hợp các tam giác cân; 


c)E= {x e Ñ | x là ước của 12} và = {x e Ñ | x là ước của 24}. 


Viết tất cả các tập con của tập hợp 4 = {4; Ð}. 


Bạn An khăng định rằng: Với các tập hợp 4, 8, C bất kì, nếu 4 c 8 và 8 c C thì 4 c C. 
Khăng định của bạn An có đúng không? Hãy giải thích bằng cách sử dụng biểu đồ Ven. 


3. Một số tập con của tập hợp số thực 
Sau này ta thường sử dụng các tập con của tập số thực sau đây (a và b là các số thực, ø < b): 


Tên gọi và kí hiệu Tập hợp Biểu diễn trên trục số 


xcXiz<xsh 
: _ 


peesen— 
 m— 


Trong các kí hiệu trên, kí hiệu —œ đọc là đm vô cực, kí hiệu +s đọc là dương vô cực. 


Ổ Ì Dùng các kí hiệu đoạn, khoảng, nửa khoảng đề viết các tập hợp sau đây: 


a){xeR|-2<x<3); b) {xe R|1<x<10); 
c){xeR|-5<x< 43}: đ) {xe R|m<x<4): 
e) re R|x< 8) (xeR|x> 2} 


| BÀI TẬP TẬP 


1. Viết các tập hợp sau đây dưới dạng liệt kê các phần tử: 
a) A= {xe Z| |x| < S5}; 
b) 8= {xe R|2x-x—1=0}; 


c) C= {x e Ñ |x có hai chữ số}. 


2. Viết các tập hợp sau đây dưới dạng chỉ ra tính chất đặc trưng cho các phân tử: 
a) Tập hợp 4= {l; 2; 3; 6; 9; 1§)}; 
b) Tập hợp Ö các nghiệm của bất phương trình 2x + 1 > 0; 
c) Tập hợp C các nghiệm của phương trình 2x — y = 6. 

3. Trong mỗi cặp tập hợp sau đây, tập hợp nào là tập con của tập còn lại? Chúng có bằng nhau không? 
a) A= {xe Ñ|x<2} và 8= {xeR|x`—-x=0}; 
b) C là tập hợp các hình thoi và 7Ð là tập hợp các hình vuông; 
c)E=(-Ì; l] và = (—œ; 2]. 

4. Hãy viết tất cả các tập con của tập hợp Ö = ƒ0; 1; 2}. 

Š. Dùng các kí hiệu đoạn, khoảng, nửa khoảng, viết các tập hợp sau đây: 
a) {xc R|-2n<x<2n}; b) {xe R||x|< 43}: 
c){xeR|x<\); đ){xceR|1I-3x<0). 


Bài 3. Các phép toán trên tập hợp 


Từ lhoá: Hợp; Giao; Hiệu; Phần bù. 


®) Có hai đường tròn chia một hình chữ nhật 
thành các miền như hình bên. 
Hãy đặt mỗi thẻ số sau đây vào miền thích 
hợp trên hình chữ nhật và giải thích cách làm. 


1. Hợp và giao của các tập hợp 


Bảng sau đây cho biết kết quả vòng phỏng vấn tuyên dụng vào một công ty (dấu “+” là đạt, 
dâu “—” là không đạt): 


Mã số ứng viên 


Chuyên môn 


Ngoại ngữ 


a) Xác định tập hợp 4 gồm các ứng viên đạt yêu 
câu vê chuyên môn, tập hợp Ø gôm các ứng viên 
đạt yêu câu vê ngoại ngữ. 

b) Xác định tập hợp C gồm các ứng viên đạt yêu 
cầu cả về chuyên môn và ngoại ngữ. 

c) Xác định tập hợp D gồm các ứng viên đạt 
ít nhất một trong hai yêu cầu về chuyên môn và 
ngoại ngữ. 


“_ Cho hai tập hợp 4 và Ö. (0) 
Tập hợp các phần tử thuộc 44 hoặc thuộc Ö gọi là hợp của rr®:: 
hai tập hợp 4 và Ö, kí hiệu 4 © Ö. a) 
AUB={x|xe Ahoặc x e ?}. Ạ B 
Tập hợp các phần tử thuộc cả hai tập hợp 4 và Ö gọi là øiaø 
của hai tập hợp 4 và Ö, kí hiệu 4 ¬ Ö. 
AnB=tx|xeAvàxe B). AB 


Ví dụ 1 Hình 2 
Xác định 4 ©2 8 và 4 © Ö trong mỗi trường hợp sau: 
a)A4= {2; 3; 5; 7,B= {|;3; 5; 15}; 
b) 4= {xe R|xœx+2)=0},8={xeR|x+2=0}; 
c) 4 là tập hợp các hình bình hành, Ö là tập hợp các hình thoi. 
Giải 

a)AOB=({1;2;3;5; 7; l5},AnB= {3; 5}. 
b) Phương trình x(x + 2) = 0 có hai nghiệm là 0 và -2, nên 4 = {-2; 0}. 
Phương trình x” + 2 = 0 vô nghiệm, nên 8 = Ø. 
Từ đó, 4\28=4U@=A4={-2;0},4A¬B=An@Ø =0. 
c) Vì mỗi hình thoi cũng là hình bình hành nên 8 - A1. Từ đó, .4t28=4,4B= 8. 
Ví dụ 2 
Lớp 10D có 22 bạn chơi bóng đá, 25 bạn chơi cầu lông và IŠ bạn chơi cả hai môn 
thê thao này. Hỏi lớp 10D có bao nhiêu học sinh chơi ít nhât một trong hai môn thê thao 
bóng đá và câu lông? 

Giải 
Kí hiệu 4, 8 lần lượt là tập hợp các học sinh của lớp 10D 
chơi bóng đá, chơi câu lông. 


Theo giả thiết, ø(4) = 22, n(B) = 25, n(4 ¬ B) = 15. AUB 
Hình 3 


Nhận thấy răng, nếu tính tông ø(4) + n(ð) thì ta được số học sinh lớp 10D chơi bóng 
đá hoặc cầu lông, nhưng số bạn chơi cả hai môn được tính hai lần. Do đó, số bạn chơi 
ít nhất một trong hai môn là: 


n(A \2 B) = n(4) + n(B) - n(A  B) = 22 + 25 - 15 = 32. 
Vậy lớp 10D có 32 học sinh chơi ít nhất một trong hai môn thê thao bóng đá và cầu lông. 
Nhận xét: 
» Nếu 4 và # là hai tập hợp hữu hạn thì ø(4 \2 8) = n(4) + n(B) — n(4 © B). 
‹ Đặc biệt, nêu 4 và 8 không có phân tử chung, tức 4 ¬ 8 = Ø, thì n(4 t2 B) = n(4) + n(ð). 


Đ Xác định các tập hợp 4 +2 8 và 4 © Ö, biết: 
a)4= ta; b; c; d, e}, B= {đ: €; l; M}; 
b) 4= {xe R|xˆ+2x—-3=0},B= {x eR| lx|= 1}. 


Đ Cho 4= {Œ; y) |x,y e R, 3x—y=9),B= (4; y)|x,y e R,x—y= l}. 
Hãy xác định 4 ¬ Ö. 

& Tại vòng chung kết của một trò chơi trên truyền hình, có 100 khán giả tại trường quay 
có quyền bình chọn cho hai thí sinh 4 và ð. Biết rằng có 85 khán giả bình chọn cho 
thí sinh 4, 72 khán giả bình chọn cho thí sinh 5 và 60 khán giả bình chọn cho cả hai 
thí sinh này. Có bao nhiêu khán giả đã tham gia bình chọn? Có bao nhiêu khán giả 
không tham gia bình chọn? 


2. Hiệu của hơi tập hợp, phần bù của tập con 
@ Trở lại bảng thông tin về kết quả phỏng vấn tuyển dụng ở /® . 
e7 “.< 
a) Xác định tập hợp # gôm những ứng viên đạt yêu câu về chuyên môn nhưng không 
đạt yêu cầu về ngoại ngữ. 
b) Xác định tập hợp # gồm những ứng viên không đạt yêu cầu về chuyên môn. 


` 7. 
- - 


*_ Cho hai tập hợp 4 và Ö. 
Tập hợp các phần tử thuộc 4 nhưng không 
thuộc Ö gọi là hiệu của 44 và Ö, kí hiệu 4` ð. 
4\5={x|xeAvàxg?). 


Nếu 4 là tập con của U thì hiệu U \ 4 gọi là 
phần bù của 4 trong U, kí hiệu €.,4. 


Ví dụ 3 
Cho Ư= {x e Ñ |x< 10}, 4 = {0; 2; 4; 6; 8}, B = {0; 3; 6; 9}. 
Xác định các tập hợp 4`\, 8\4, €4, C,,ð. 
Giải 
Ta có: 4\VB = {2; 4; 8}, BVA = {3; 9), CuA = {H; 3; 5; 7; 9}, CụB = ‡1; 2; 4; 5; 7; §}. 
Cho các tập hợp Ư= {x e Ñ |x< 8}, 4= {0; 1; 2; 3;4),B= {3; 4; 5}. 
Xác định các tập hợp sau đây: 
a) 4\Đ, B\4 và (4\8)n(8\4); b) C,(4mð) và (€, 4) © (CB): 
c) C,(4©ð) và (C,4)¬(C,,B). 


Chú ý: Trong các chương sau, để tìm các tập hợp là hợp, giao, hiệu, phần bù của những 
tập con của tập sô thực, ta thường vẽ sơ đô trên trục sô. 


Ví dụ 4 
Xác định các tập hợp sau đây: 
a) 4A=[-2; 1)©(0; 3]; b)Ð= (Co; 1] O(_—2; 2); c)C=C1; 4| ¬(-3; 2); 
d)D=(-3; 2) `\(1; 4); e) E= C.(œ; 2). 
Giải 
a) Đề xác định tập hợp 4, ta vẽ sơ đồ sau đây: 
—  ——..áa(.. ca 
-2 l 
... 
0 ; 3 
-2 3 


Từ sơ đồ, ta thấy 4 = [—2; 3]. 
b) Đề xác định tập hợp Ö, ta vẽ sơ đồ sau đây: 


Từ sơ đồ, ta thấy B=(-e; 2). 
c) Đề xác định tập hợp C, ta vẽ sơ đồ sau đây: 


Từ sơ đồ, ta thấy C = (1; 2). 


d) Đề xác định tập hợp D, ta vẽ sơ đồ sau đây: 


Từ sơ đồ, ta thấy D=C3: l1]. 


e) Đề xác định tập hợp E, ta vẽ sơ đồ sau đây: 


——————*⁄LLL LkL} 
2 


`... 
Từ sơ đô, ta thấy E£ = [2; +). 


$, Xác định các tập hợp sau đây: 
8)(1:8)0-2:2}— B)C#:D)A0£E  ©)[:3)\(:*9);- đ)GEH:*9) 


BÀTẬP GD... 


1. Xác định các tập hợp 4 2 8 và 4n B với 
a) 4A = {đỏ; cam; vàng: lục; lam}, 8 = {lục; lam; chàm; tím); 
b) 4 là tập hợp các tam giác đều, Ö là tập hợp các tam giác cân. 
2. Xác định tập hợp 4  Ö trong mỗi trường hợp sau: 
a)A={xeR|x-2=0),B= fxeR|2x—-1<0); 
b)4= {Œ; y) |x.y e RÑ,y=2x—1),B= {Gœ;y) |x.y e Ñ,y=-x+† 5}; 
c) 4 là tập hợp các hình thoi, Ö là tập hợp các hình chữ nhật. 
3. Cho Ư= {xe Ñ |x< 10}, 4= ‡x e U |x là bội của 3}, 8 = {x e U | x là ước của 6}. Xác 
định các tập hợp 4`, 8\4, €,,4, CB, €.(4 2 B), €4 8). 
4. Cho 4 và # là hai tập hợp bát kì. Trong mỗi cặp tập hợp sau đây, tập hợp nào là tập con của 
tập hợp còn lại? Hãy giải thích băng cách sử dụng biêu đô Ven. 
a) 1A và AU B; b) 4 và 4¬. 
Š. Trong số 35 học sinh của lớp 10H, có 20 học sinh thích môn Toán, 16 học sinh thích môn 
Tiêng Anh và I2 học sinh thích cả hai môn này. Hỏi lớp 10H: 
a) có bao nhiêu học sinh thích ít nhất một trong hai môn Toán và Tiếng Anh? 
b) có bao nhiêu học sinh không thích cả hai môn này? 
6. Xác định các tập hợp sau đây: 
a) (—%; 0] t2 [—m; mÌ; b) [-3,5; 2] ¬ (2; 3,5); 
©) Cs; 2] [1; #9); đ) (Cø; V2 ]\[1; +s). 


Bạn có biết? 


Cantor và lí thuyết tập hợp 


Các bạn học sinh đã được làm quen với khái niệm tập 
hợp từ lớp 6, và đã được tìm hiểu kĩ hơn về nó trong 
chương này. Tới đây, chúng ta sẽ thường xuyên sử dụng 
khái niệm này trong các chủ đề tiếp theo của chương 
trình toán học phố thông. 


Có hăn một lí thuyết nghiên cứu về các tập hợp, gọi 
là lí thuyết tập hợp. Cha đẻ của lí thuyết này là Georg 
Ferdinand Ludwtg Philipp Cantor, một nhà toán học 
người Đức, sinh ra ở Nga. Các công trình nghiên cứu ri in nan 
của ông vê các tập hợp vô hạn trong khoảng những (1845 - 1918) 

năm 1874 đên 1§97 đã khai sinh ra lí thuyêt tập hợp. 


lế thuyết tập hợp ra đời đã có ảnh hưởng sâu sắc đến sự phát triên của toán học. Một mặt, 
nó đặt nền tảng cho các ngành toán học phát triên. Mặt khác, nó đặt ra yêu cầu rà soát lại 
toàn bộ cơ sở logic cho toán học. Đây chính là tiền đề cho ngành logic toán và cơ sở toán 
học đạt bước tiến dài trong nửa đầu của thế ki XX, có tác động lớn đến nhận thức của con 
người về các lí thuyết khoa học nói chung. 

Nếu coi toán học hiện đại là một toà lâu đài nguy nøa, thì lí thuyết tập hợp là nền móng 
của toà lâu đài đó. 


(Theo Britannica) 


— 


t» 


th 


. Xác định tính đúng sai của mỗi mệnh đề sau: 


a) {4} e {a; b; c; đ); 

b) 2 = (0): 

©) {4; Ð; c; d) = {b; a; đ; €}; 
đ) {a; Ð; c} ơ {a; b; c}. 


. Xét tính đúng sai của môi mệnh đê sau: 


a) Nếu 2a - 1 > 0 thì z > 0 (ø là số thực 
cho trước); 


b) a— 2 > b nếu và chỉ nếu a > ð + 2 (a, b 
là hai số thực cho trước). 


~ 


. Sử dụng thuật ngữ “điêu kiện cân”, “điêu 


kiện đủ”, phát biểu lại các định lí sau: 

a) Nếu 8 c 4A thì 4 2 8= A (1, 8 là hai 
tập hợp); 

b) Một hình bình hành 45C có hai đường 
chéo vuông góc với nhau thì nó là hình thoi. 


. Cho định lí: 


“WxeR,xe Z nêu và chỉ nêu x † 1 e Z2”. 


Phát biểu lại định lí này, sử dụng thuật ngữ 
“điêu kiện cân và đủ”. 


. Xét tính đúng sai của các mệnh đê sau: 


a) VxeNÑ,x'`>x; 
b) dx e Z,x £ Ñ; 
c) Vx e R, nếu x e Z thì x e Q. 


6. Xét quan hệ bao hàm giữa các tập hợp dưới 


đây. Vẽ biểu đồ Ven đề thể hiện các quan 
hệ bao hàm đó. 

4 là tập hợp các hình tứ giác; 

B là tập hợp các hình bình hành; 

C là tập hợp các hình chữ nhật; 

là tập hợp các hình vuông: 

E là tập hợp các hình thoi. 


._a) Hãy viết tất cả các tập con của tập hợp 


A ={aq:; b; c}. 
b) Tìm tất cả các tập hợp Ö thoả mãn điều 
kiện {4; b}  Bc {a; b; c; đ}. 


8. Cho 4= {xe R|xˆ—5x—6=0}, 


B={xeR|z = l1}. 
Tìm 4Ø, 4L18,.4\B, B\A. 


9, Cho 4= {x eR| l - 2x <0}, 


B={xeRlx-2<\0). 
Tìm 4¬, AVU)8. 


10. Lớp 10C có 45 học sinh, trong đó có 


18 học sinh tham gia cuộc thi vẽ đồ hoạ trên 
máy tính, 24 học sinh tham gia cuộc thi tin 
học văn phòng cấp trường và 9 học sinh 
không tham gia cả hai cuộc thi này. Hỏi có 
bao nhiêu học sinh của lớp 10C tham gia 
đồng thời hai cuộc thi? 


BẤY IPIIƯƠÏNG TIRÌNII] VÀ 
3/7/2/1!Í tIỆ (NI IPHIƯƠÏNG TRÌNH 
BC NHIẤT [LAI ẨN 


Trong chương II, chúng ta sẽ tìm hiểu về bất phương trình và hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn, ta sẽ học cách nhận 
biết nghiệm và biểu diễn miền nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn trong mặt phẳng toạ độ và ứng dụng 
những kiến thức học được vào giải quyết các bài toán thực tiễn. 


Bài toán tìm giá trị lớn nhất hoặc giá trị nhỏ nhất của biểu thức F = ax + by trên một miền đa giác có thể giúp tối ưu 
hoá sản xuất. 


- Nhận biết được bất phương trình và hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn. 

- Biểu diễn được miền nghiệm của bất phương trình và hệ bất phương trình bậc nhất 
hai ẩn trên mặt phẳng toạ độ. 

- Vận dụng được kiến thức về bất phương trình và hệ bất phương trình bậc nhất 
hai ẩn vào giải quyết các bài toán thực tiễn (ví dụ: bài toán tìm giá trị lớn nhất, 
giá trị nhỏ nhất của biểu thức F = ax + by trên một miền đa giác, ...). 
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Bài 1. Bất phương trình bậc nhất hai ấn 


Từ ldhoá: Bất phương trình bậc nhất hai ẩn; Nghiệm; Miền nghiệm. 


@) Đường thẳng đ: y = x + 1 chia mặt phẳng toạ độ thành 
hai miền (không tính đường thẳng đ) như hình bên. 
Dùng các nhãn dưới đây đặt vào miền phù hợp để đặt tên 
cho miền đó. 


1. Khái niệm bất phương trình bậc nhất hơi ẩn 


® Bạn Nam đề dành được 700 nghìn đồng. Trong một đợt ủng hộ các bạn học sinh ở vùng 
bị bão lụt, Nam đã ủng hộ x tờ tiền loại 20 nghìn đồng, y tờ tiền loại 50 nghìn đồng từ 
tiền để dành của mình. 


a) Biểu diễn tông số tiền bạn Nam đã ủng hộ theo x và ÿ. 
b) Giải thích tại sao ta lại có bất đăng thức 20x + 50y < 700. 


Bắt phương trình bậc nhất hai ẩn x, y là bất phương trình có một trong các dạng 
ax + by +c<0;ax + by +c>0; ax + by + ce<0; ax + by +c>0, 


trong đó a, b, c là những số cho trước; 4, » không đồng thời bằng 0 và x, y là các ẩn. 


Ví dụ T1 
Tìm bắt phương trình bậc nhất hai ân trong các bất phương trình sau đây: 
a)x— 5y + 2<0; b) 9x? + 8y—7>0; 
c)3x—-2>0; đ) 4y + I1 <0. 
Giải 


Các bất phương trình a), c), đ) là các bất phương trình bậc nhất hai ấn. 
Bắt phương trình b) không là bất phương trình bậc nhất hai ân vì có chứa 3°. 


Đ Bất phương trình nào sau đây là bất phương trình bậc nhất hai ân? 
a)2x— 3y + 1<0; b)x—-3y+ I>0; 
c)y—5>0; đ)x—yˆ + 1>0. 


2. Nghiệm của bất phương trình bậc nhất hơi ấn 


® Trường hợp nào sau đây thoả mãn tình huống được nêu trong 9 ? 
Trường hợp 1: Nam ủng hộ 2 tờ tiền loại 20 nghìn đồng và 3 tờ tiền loại 50 nghìn đồng. 
Trường hợp 2: Nam ủng hộ I5 tờ tiền loại 20 nghìn đồng và 10 tờ tiền loại 50 nghìn đồng. 


Xét bất phương trình ax + ðy + e< 0. 


Mỗi cặp số (xạ: yạ) thoả mãn ax, + byạ + e < 0 được gọi là một nghiệm của bất phương 


trình đã cho. 
Ví dụ 2 
Cặp số nào sau đây là nghiệm của bất phương trình 20x + 50y — 700 < 02 
a) (Š; 6); b) (9; I1). 


Giải 
a) Vì 20.5 + 50.6 —- 700 = -300 < 0 nên (5; 6) là nghiệm của bất phương trình 
20x + 50y - 700 < 0. 
b) Vì 20.9 + 50. 11 - 700 = 30 > 0 nên (9; 11) không phải là nghiệm của bất phương 
trình 20x + 50y - 700 < 0. 
Cặp số nào sau đây là nghiệm của bất phương trình 4x — 7y - 28 > 02 
a) (9; 1); b) (2; 6); c) (0: ~4). 


9 
® 


Cho biết mỗi 100 g thịt bò chứa khoảng 26,1 g protein, một quả trứng nặng 44 g chứa 
khoảng 5,7 g protein (nguồn: https://www.vinmec.com). Giả sử có một người mỗi ngày 
cần không quá 60 g protein. Gọi số gam thịt bò và số quả trứng mà người đó ăn trong 
một ngày lần lượt là x và ÿ. 

a) Lập bất phương trình theo x, y diễn tả giới hạn về lượng protein trong khẩu phần ăn 
hằng ngày của người đó. 

b) Dùng bất phương trình ở câu a) đề trả lời hai câu hỏi sau: 

- Nếu người đó ăn 150 g thịt bò và 2 quả trứng (mỗi quả 44 g) trong một ngày thì có 
phù hợp không? 

- Nếu người đó ăn 200 g thịt bò và 2 quả trứng (mỗi quả 44 g) trong một ngày thì có 
phù hợp không? 


3. Biểu diễn miền nghiệm của bất phương trình bậc nhất hai ẩn 


®) Cho bắt phương trình 2x — y + 1 < 0. 
a) Vẽ đường thăng y = 2x + I. 
b) Các cặp số (—2; 0), (0; 0), (1; 1) có là nghiệm của bất phương trình đã cho không? 


* Trong mặt phăng toạ độ @xy, tập hợp các điểm (xạ; yạ) sao cho axạ + by, + e < 0 được 
gọi là miền nghiệm của bất phương trình ax + Öy + e< 0. 


Người ta chứng minh được: Mỗi phương trình ax + by + e = 0 (a, b không đồng thời bằng 0) xác 
định một đường thăng A. Đường thăng A chia mặt phăng Oxy thành hai nửa mặt phăng, trong đó 
một nửa (không kê bờ A) là tập hợp các điểm (zx; y) thoả mãn ax + by + e > 0, nửa còn lại (không 
kế bờ A) là tập hợp các điểm (zx; y) thoả mãn ax + by + e < 0. 


Ta có thê biểu diễn miền nghiệm của bất phương trình bậc nhất hai ân ax + by + e< 0 như sau: 


#. Bước I: Trên mặt phăng Oxy, vẽ đường thăng A: ax + ðy + e=0. 
Bước 2: Lây một điểm (xạ; „y) không thuộc A. Tính ax; + Õyạ + c. 
Bước 3: Kết luận 
- Nếu ax, + by, + c <0 thì miền nghiệm của bất phương trình đã cho là nửa mặt phẳng 
(không kê bờ A) chứa điểm 0 
— Nêu đ + byy+c>0 thì miễn nghiệm của bât phương trình đã cho là nửa mặt phăng 
(không kê bờ A) không chứa điêm (xạ; }). 


Chú ý: Đi với các bất phương trình bậc nhất hai ân dạng ax + by + e <0 (hoặc ax + by + >0) 
thì miền nghiệm là miền nghiệm của bất phương trình ax + ðy + e< 0 (hoặc ax + by + e > 0) kể 
cả bờ. 


Ví dụ 3 
Biểu diễn miền nghiệm của các bất phương trình sau: 
a)x—2y— >0; b)x+y—1<0. 


Giải 


a) Vẽ đường thắng A: x - 2y - l = 0 đi qua 
TT | ` 
hai điểm (l1; 0) và 8| 0;—— |. N 
( ) ;] l _ —8_ {` 
B)>T Ì 
Xét gôc toạ độ (0; 0). Ta thây @ £ A và ì\N\§ ” 


0—2.0—-1<0.Do đó, miền nghiệm của 
bất phương trình là nửa mặt phăng không 
kế bờ A, không chứa gốc toạ độ Ó (miên 
không gạch chéo trên Hình I). 


Hình 1 


Xét gốc toạ độ O(0; 0). Ta thây Ø £ A và 0+0—1<0. 
Do đó, miền nghiệm của bất phương trình là 


b) Vẽ đường thăng A: x + y— I = 0 đi qua ï 2 
hai điểm 4(1; 0) và 8(0; 1). ớ 


nửa mặt phăng kề cả bờ A, chứa gốc toạ độ Ó 


(miên không gạch chéo trên Hình 2). "di 1 Z2 


. x ` , ¬l 
Ọ. Biêu diễn miên nghiệm của các bât phương trình sau: 
a)2x+y—2<0,; b)x—-y—2>0. Hình 2 


@ Biêu diễn miền nghiệm của hai bất phương trình sau trên cùng một mặt phăng toạ độ Óxy: 
a)y>2; b) x44. 


5ÀTẬp NA... 


1. Cho bất phương trình bậc nhất hai ẩn x — 2y + 6 > 0. 
a) (0; 0) có phải là một nghiệm của bất phương trình đã cho không? 
b) Chỉ ra ba cặp số (x; y) là nghiệm của bất phương trình đã cho. 
c) Biêu diễn miền nghiệm của bất phương trình đã cho trên mặt phăng Oxy. 

2. Biểu diễn miền nghiệm của các bất phương trình sau trên mặt phăng toạ độ Óxy: 
a)—x+y+2>0; b)y+2>0; c)—x+2<0. 

3. Biêu diễn miền nghiệm của các bất phương trình sau trên mặt phăng toạ độ Óxy:: 

a)-x +2 + 2(y—- 2)<2(1 ->); b) 3x — 1) + 4(y — 2) < 5x- 3. 

4. Bạn Cúc muốn pha hai loại nước cam. Đề pha một lít nước cam loại Ï cần 30 ø bột cam, 
còn một lít nước cam loại II cần 20 ø bột cam. Gọi x và y lần lượt là số lít nước cam loại I 
và II pha chế được. Biết răng Cúc chỉ có thể dùng không quá 100 g bột cam. Hãy lập các 
bất phương trình mô tả số lít nước cam loại I và II mà bạn Cúc có thể pha chế được và biểu 
diễn miền nghiệm của các bất phương trình đó trên cùng một mặt phăng toạ độ Óxy. 


5. Miền không gạch chéo (không kê bờ đ) trong mỗi hình dưới đây là miền nghiệm của bất 


272) 


8) b) 


4 


N 


`“ 
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Bài 2. Hệ bất phương trình bậc nhất hai ấn 


Từ ldhoá: Hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn; Nghiệm; Miền nghiệm; 
Điều kiện ràng buộc; Giá trị lớn nhất; Giá trị nhỏ nhất. 


®) Hai đường thẳng đ: y = -x - 2 và đ: y = x + 1 
chia mặt phẳng toạ độ thành bốn miền khác 
nhau (không tính hai đường thẳng đ và đ) 
như hình bên. Để kí hiệu một trong bốn miền 
đó, người ta đã tạo nhãn: 


Hãy đặt nhãn này vào miền phù hợp. 


1. Khái niệm hệ bất phương trình bậc nhất hơi ấn 


®9 Một người nông dân dự định quy hoạch x sào đất trồng cà tím và y sào đất trồng cà chua. 
Biết răng người đó chỉ có tối đa 9 triệu đồng é để mua hạt giồng và giá tiền hạt giống cho 
mỗi sào đất trồng cà tím là 200 000 đồng, mỗi sào đất tròng cà chua là 100 000 đồng. 


a) Viết các bất phương trình mô tả các điều kiện ràng buộc đối với x, y. 
b) Cặp số nào sau đây thoả mãn đồng thời tất cả các bát phương trình nêu trên? 
(20:40).  (40;20),  (-30; 10). 
Bài toán tìm nghiệm chung của ba bất phương trình 0,2x + 0,ly— 9 <0; x > 0 và y > 0 là bài 
toán tìm nghiệm của hệ sau: 
0,2x+0,Iy-9<0 
x>0 


y2>09. 


*_ Hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn là hệ gồm hai hay nhiều bất phương trình bậc 
nhất hai ân x, y. Mỗi nghiệm chung của tất cả các bất phương trình đó được gọi là một 
nghiệm của hệ bất phương trình đã cho. 


Trên mặt phăng toạ độ Qxy, tập hợp các điểm (xạ: yạ) có toạ độ là nghiệm của hệ bất 
phương trình bậc nhất hai ân được gọi là miền nghiệm của hệ bất phương trình đó. 


Ví dụ 1 


Tìm hệ bất phương trình bậc nhất hai ân trong các hệ sau: 


x+y-3<0 
Ẫ .=t Ly sac Tum đ) -2x+y+3>0 
2x—y+2>0; 4x-7y+3=\0; x+2>0; x>0 
y>0. 


Giải 
Các hệ a), c), d) là các hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn. 
Hệ b) không phải hệ bất phương trình bậc nhất hai ấn vì hệ này chỉ gồm các phương trình. 


9 Hãy chỉ ra hai nghiệm của mỗi hệ bất phương trình trong Ví dụ I1. 


2. Biểu diễn miền nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất hai ( ẩn 


x+y-3<0 


#8 Nh du lu la 1200119 y+3>0. 


Miễn nào trong Hình 1 biểu diễn phần giao 
các miên nghiệm của hai bât phương trình 
trong hệ đã cho? 


Miễn không gạch chéo trong Hình 1 là miền nghiệm 
của hệ bất phương trình trên. 


Hình 1 


Đề biểu diễn miền nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn trên mặt phăng 
toạ độ Óxy, ta thực hiện như sau: 
— Trên cùng mặt phăng toạ độ, biểu diễn miền nghiệm của mỗi bất phương trình của hệ. 


- Phần giao của các miền nghiệm là miền nghiệm của hệ bất phương trình. 


Ví dụ 2 
¬ ca 2x—=y-3<0 
Biêu diên miên nghiệm của hệ: 
2x- y+2<09. 


Giải 


Biểu diễn từng miền nghiệm của mỗi bất 
phương trình trên mặt phăng Óxÿ. 

Miền không gạch chéo (kê cả bờ) trong Hình 2 
là phần giao của hai miền nghiệm của hai bắt 
phương trình và cũng là phần biểu diễn miền 
nghiệm của hệ bất phương trình đã cho. 


Hình 2 


Ví dụ 3 
Biểu diễn miền nghiệm của hệ bất phương trình: 


3x+y<6 
* + l < 4 ..-. “x““m.“m«sz, : 
“x72 xzx vxa“œ L1 111177771/77/2 
c222( TU —— 2U 
> K??2T1?z???UÀI 1/11/117111111 1111117111177 
xZ 277777722 7 
2772777 K111/LLL111111111//111- 111777 
v72 11 Ọ-Ọ'ộLJ1/7/7 
; > 0. Œ⁄Z 1\+2 : va 
Giải 


Biểu diễn từng miền nghiệm của mỗi bất 
phương trình trên mặt phăng Óxy. 

Miền không gạch chéo (miền tứ giác 
OABC, bao gồm cả các cạnh) trong Hình 3 
là phần giao của các miền nghiệm và cũng 
là phần biểu diễn miền nghiệm của hệ bất 
phương trình đã cho. 


“N77 7 7 
SG... ˆ%G 
Jụ CV XƯA 
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\ 


Hình 3 


Chú ý: Miền mặt phăng toạ độ bao gồm một đa giác lồi và phần năm bên trong đa giác 
đó được gọi là một miên đa giác. Chăng hạn, ta có miền nghiệm của hệ bât phương trình 
trong Ví dụ 3 là miên tứ giác 2A4BC.. 
®, Biểu diễn miền nghiệm của hệ bất phương trình: 

x+y<8 

2x+3y<l8 

x>0 

y2>09. 


3. Tìm giá trị lớn nhất hoặc gió trị nhỏ nhất của biểu thức F = ax + bụ 
trên một miền đa giác 
Hệ bất phương trình giúp ta mô tả được nhiều bài toán thực tế đề tìm ra cách giải quyết 
tối ưu. Chúng thường được đưa về bài toán tìm giá trị lớn nhất (GTLN) hoặc giá trị 
nhỏ nhất (GTNN) của biểu thức Ƒ = ax + by trên một miền đa giác. 
Người ta chứng minh được #' đạt giá trị lớn nhất hoặc nhỏ nhất tại một trong các đỉnh của 
đa giác. 
Ví dụ 4 
Bác Năm dự định trồng ngô và đậu xanh trên một mảnh đất có diện tích 8 ha. Nếu trồng 
1 ha ngô thì cần 20 ngày công và thu được 40 triệu đồng. Nếu trồng 1 ha đậu xanh thì cần 
30 ngày công và thu được 50 triệu đồng. Bác Năm cần trồng bao nhiêu hecta cho mỗi loại 
cây đề thu được nhiều tiền nhất? Biết răng, bác Năm chỉ có thể sử dụng không quá 180 ngày 
công cho việc trồng ngô và đậu xanh. 

Giải 


Gọi x là số hecta đất trồng ngô và y là số hecta đất trồng đậu xanh. 


Ta có các điều kiện ràng buộc đối với x, y như sau: 
— Hiền nhiên x > 0, y > 0. 
— Diện tích canh tác không vượt quá § ha nên x + y < 8. 


—- Số ngày công sử dụng không vượt quá 180 nên 20x + 30y < 180. 

x+y<8 

20x+30y <1§0 
x>0 


Từ đó, ta có hệ bất phương trình mô tả các điều kiện ràng buộc: 


Biểu diễn miền nghiệm của hệ bất phương trình này 
trên hệ trục toạ độ xy, ta được miền tứ giác 24BC 251// 2 R77 
(Hình 4). 

Toạ độ các đỉnh của tứ giác đó là: @(0; 0); 4(0; 6); 
B6: 2); C(8§; 0). 

Gọi # là số tiền (đơn vị: triệu đồng) bác Năm thu được, 
ta có: '= 40x + 50y. 


Ta phải tìm x, y thoả mãn hệ bất phương trình sao cho 
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biểu thức # = 40x + 50y trên miền tứ giác O4BC. 


Hình 4 
Tính các giá trị của biểu thức # tại các đỉnh của đa giác, ta có: 
Tại @(0; 0): "= 40.0 + 50.0 =0; Tại 4(0; 6): "= 40.0 + 50.6 = 300; 
Tại ð(6; 2): = 40.6 + 50.2 =340; Tại C(6; 0): = 40.8 + 50.0 = 320. 


F đạt giá trị lớn nhất bằng 340 tại Ø(6; 2). 

Vậy đề thu được nhiều tiền nhất, bác Năm cần tròng 6 ha ngô và 2 ha đậu xanh. 

Ví dụ 5 

Một người dùng ba loại nguyên liệu 4, 8, C để sản xuất ra hai loại sản phẩm P và Ó. Đề sản 
xuất I1 kg mỗi loại sản phâm P hoặc Ó phải dùng một số kilôgam nguyên liệu khác nhau. 
Tổng số kilôgam nguyên liệu mỗi loại mà người đó có và số kilôgam từng loại nguyên liệu 
cần thiết để sản xuất ra I kg sản phâm mỗi loại được cho trong bảng sau: 


Số kilôgam 
nguyên liệu đang có 


Biết I kg sản phẩm ? có lợi nhuận 3 triệu đồng và 1 kg sản phẩm Ó có lợi nhuận 5Š triệu đồng. 
Hãy lập phương án sản xuất hai loại sản phẩm trên sao cho có lãi cao nhất. 


Gọi x là số kilôgam sản phẩm ?, y là số 
kilôgam sản phâm C cân sản xuât. Ta 
có hệ bât phương trình: 

2x+2y<I10 

2y<4 

2x+4y<12 

x>0 

y>0. 
Biêu diễn miền nghiệm của hệ bất 
phương trình trên hệ trục toạ độ @xy, 
ta được như Hình §. 


Giải 
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lì: 5 


Miền nghiệm là miền ngũ giác C847) (Hình Š) với các đỉnh: @(0; 0); C(0: 2); 5(2: 2): 


A(4; 1); D(; 0). 


Gọi # là số tiền lãi (đơn vị: triệu đồng) thu được, ta có: = 3x + 5y. 


Tính giá trị của #Ƒ tại các đỉnh của ngũ giác: 


Tại Ó(0; 0): #= 3.0 + 5.0 =0; 
Tại 8(2; 2): F= 3.2 + 5.2 = 1ó; 
Tại (5; 0): #= 3.5 + 5.0 = 15. 


F đạt giá trị lớn nhất bằng 17 tại 4(4; 1). 


Tại C(0; 2): " = 3.0 + 5.2 = 10; 
Tại AÁ(4; I): "= 3.4+5.I = 17; 


Vậy người đó cần sản xuất 4 kg sản phẩm P và l kg sản phẩm Ó đề có lãi cao nhất là 


17 triệu đồng. 


CỔ) Một người bán nước giải khát đang có 24 g bột cam, 9 / nước và 210 g đường đề pha 
chế hai loại nước cam 4 và 8. Đề pha chế 1 / nước cam loại 4 cần 30 g đường, l 7 nước 
và 1 g bột cam; để pha chế 1 7 nước cam loại 8 cần 10 g đường, 1 / nước và 4 g bột cam. 
Mỗi lít nước cam loại 4 bán được 60 nghìn đồng, mỗi lít nước cam loại 8 bán được 
§0 nghìn đồng. Người đó nên pha chế bao nhiêu lít nước cam mỗi loại để có doanh thu 


cao nhât? 


5ÀTẬP .”... .,Ô 


1. Biêu diễn miên nghiệm của môi hệ bât phương trình sau: 


3>0 zẽi 
+ — >>. — 
x+y x-2y<0 se 4 
3) x>0 b) ‡x+3y>-2 C) 
>0 3 x+y—5<0 
^ÙU, —*<3:; 
á dàNG y3. 


2. Một nhà máy sản xuất hai loại thuốc trừ sâu nông 
nghiệp là 4 và 8. Cứ sản xuất mỗi thùng loại 4 
thì nhà máy thải ra 0,25 kg khí carbon dioxide 
(CO,) và 0,60 kg khí sulfur dioxide (SO,), sản 
xuất mỗi thùng loại Ö thì thải ra 0,50 kg CO, 
và 0,20 kg SO.. Biết rằng, quy định hạn chế sản 
lượng CO, của nhà máy tối đa là 75 kg và SO. tối 
đa là 90 kg mỗi ngày. 


Hình 6 
a) Tìm hệ bất phương trình mô tả sô thùng của mỗi loại thuốc trừ sâu mà nhà máy có thê 
sản xuất mỗi ngày đề đáp ứng các điêu kiện hạn chế trên. Biêu diễn miên nghiệm của hệ 
bât phương trình đó trên mặt phăng toạ độ. 


b) Việc nhà máy sản xuất 100 thùng loại 4 và 80 thùng loại 8 mỗi ngày có phù hợp với quy 
định không? 

c) Việc nhà máy sản xuất 60 thùng loại 4 và 160 thùng loại 8 mỗi ngày có phù hợp với quy 
định không? 

3. Bạn Lan thu xếp được không quá 10 giờ để làm hai loại đèn trung thu tặng cho các trẻ em 
khuyết tật. Loại đèn hình con cá cần 2 giờ để làm xong l cái, còn loại đèn ông sao chỉ cần 
1 giờ để làm xong l cái. Gọi x, y lần lượt là số đèn hình con cá và đèn ông sao bạn Lan sẽ 
làm. Hãy lập hệ bất phương trình mô tả điều kiện của x, y và biểu diễn miền nghiệm của hệ 
bát phương trình đó. 

4. Một học sinh dự định vẽ các tắm thiệp xuân làm bằng tay đề bán trong một hội chợ Tết. Cần 
2 giờ đề vẽ một tắm thiệp loại nhỏ có giá 10 nghìn đồng và 3 giờ đề vẽ một tấm thiệp loại 
lớn có giá 20 nghìn đồng. Học sinh này chỉ có 30 giờ để vẽ và ban tô chức hội chợ yêu cầu 
phải vẽ ít nhất 12 tắm. Hãy cho biết bạn ấy cần vẽ bao nhiêu tắm thiệp mỗi loại để có được 
nhiều tiền nhất. 

Š. Trong một tuần, bạn Mạnh có thê thu xếp được tôi đa 12 giờ đề tập thê dục giảm cân bằng 
hai môn: đạp xe và tập cử tạ tại phòng tập. Cho biết mỗi giờ đạp xe sẽ tiêu hao 350 calo và 
không tốn chi phí, mỗi giờ tập cử tạ sẽ tiêu hao 700 calo với chi phí 50 000 đồng / giờ. Mạnh 
muốn tiêu hao nhiều calo nhưng không được vượt quá 7 000 calo một tuần. Hãy giúp bạn 
Mạnh tính số giờ đạp xe và số giờ tập tạ một tuần trong hai trường hợp sau: 

a) Mạnh muốn chi phí luyện tập là ít nhất. 
b) Mạnh muốn số calo tiêu hao là nhiều nhất. 


1. Biêu diễn miền nghiệm của mỗi bất phương 
trình sau trên mặt phăng toạ độ Óxy: 

a) =2x+y—1<0); b) -x+2y>0; 
c) ~—5y<2; d) -3x+y+2<0; 


e) 3(x—1)+4(y-2)<5x-3. 
. Biểu diễn miền nghiệm của hệ bất phương 
trình sau trên mặt phăng toạ độ Óxy: 


x-2y>0 
x+3y<3. 


- Một công ty dự định sản xuất hai loại sản 
phẩm 4 và Ö. Các sản phẩm này được 
chế tạo từ ba loại nguyên liệu L, II và II. 
Số kilôgam dự trữ từng loại nguyên liệu 
và SỐ kilôgam từng loại nguyên liệu cần 
dùng đề sản xuất ra l kg sản phẩm được 
cho trong bảng sau: 


Công ty đó nên sản xuất bao nhiêu sản 
phẩm mỗi loại đề tiền lãi thu về lớn nhất? 
Biết rằng, mỗi kilôgam sản phẩm loại 4 lãi 
30 triệu đồng, mỗi kilôgam sản phẩm loại 8 
lãi 50 triệu đồng. 


4. Một công ty cần mua các tủ đựng hồ sơ. Có 


hai loại tủ: Tủ loại 4 chiếm 3 m? sàn, loại 
này có sức chứa 12 mỉ và có giá 7,5 triệu 
đồng: tủ loại 8 chiếm 6 mˆ sàn, loại này có 
sức chứa 1§ m' và có giá 5 triệu. Cho biết 
công ty chỉ thu xếp được nhiều nhất là 60 m? 
mặt bằng cho chỗ đựng hồ sơ và ngân sách 
mua tủ không quá 60 triệu đồng. Hãy lập 
kế hoạch mua sắm đề công ty có được thê 
tích đựng hồ sơ lớn nhất. 


Š. Một nông trại thu hoạch được I§0 kg cà 


chua và lŠ kg hành tây. Chủ nông trại 
muốn làm các hũ tương cà đề bán. Biết 
rằng, đề làm ra một hũ tương cà loại 44 cần 
10 kg cà chua cùng với l kg hành tây và 
khi bán lãi được 200 nghìn đồng, còn để 
làm được một hũ tương cà loại 8 cần 5 kg 
cà chua cùng với 0,25 kg hành tây và khi 
bán lãi được 150 nghìn đồng. Thăm dò 
thị hiểu của khách hàng cho thấy cần phải 
làm số hũ tương loại 44 ít nhất gấp 3,5 lần số 
hũ tương loại B8. Hãy giúp chủ nông trại lập 
kế hoạch làm tương cà để có được nhiều 
tiền lãi nhất. 


- Một xưởng sản xuât có hai máy đặc chủng 


A, B sản xuất hai loại sản phẩm X,Y. Đề 
sản xuất một tấn sản phâm X cần dùng máy 
A trong 6 giờ và dùng máy Ö trong 2 giờ. 
Đề sản xuất một tấn sản phẩm Y cần dùng 
máy 4 trong 2 giờ và dùng máy Ö trong 
2 giờ. Cho biết mỗi máy không thê sản 
xuất đồng thời hai loại sản phâm. Máy 4 
làm việc không quá l2 giờ một ngày, máy 
B làm việc không quá § giờ một ngày. Một 
tấn sản phâm X lãi 10 triệu đồng và một tân 
sản phâm Y lãi § triệu đồng. Hãy lập kế 
hoạch sản xuất mỗi ngày sao cho tổng số 
tiền lãi cao nhất. 


. 


Chương III IBẬC IHIAII VÀ ¡ĐỒ Tim 


Trong chương này, chúng ta sẽ học cách nhận biết hàm số, sự biến thiên và đồ thị của hàm số bậc hai cũng như 
tìm hiểu các ứng dụng của hàm số để giải quyết một số vấn đề trong thực tiễn. 


Nước được phun ra từ đài hoa sen ở phố đi bộ Nguyễn Huệ, Thành phố Hồ Chí Minh 
có dạng một đường parabol. 


Học xong chương này, bạn có thể: 


- Nhận biết được những mô hình thực tế dẫn đến khái niệm hàm số. Mô tả được các 
khái niệm cơ bản về hàm số và các đặc trưng hình học của đồ thị hàm số đồng biến, 
hàm số nghịch biến. 

- Thiết lập được bảng giá trị và vẽ được đồ thị hàm số bậc hai (parabol). 

- Nhận biết được các tính chất cơ bản của parabol như đỉnh, trục đối xứng. Nhận biết và 
giải thích được các tính chất của hàm số bậc hai thông qua đồ thị. 

- Vận dụng được những kiến thức về hàm số, hàm số bậc hai và đồ thị vào giải quyết bài 
toán thực tiễn. 


1. Hàm số và đồ thi 


Từ ldhoá: Hàm số; Tập xác định; Tập giá trị; Đồ thị hàm số; Hàm số đồng biến; Hàm số nghịch biến. 
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Nquôn: meta.vn 


1. Hàm số. Tập xác định và tập gió trị của hàm số 


9 Bản tin dự báo thời tiết cho biết nhiệt độ Bảng 1. Dự báo thời tiết ngày 01/5/2021 tại Thành phố Hồ Chí Minh 


ở một số thời điểm trong ngày 01/5/2021 =-=—=-~- 


tại Thành phó Hồ Chí Minh đã được ghi 20 | 28 


lại thành bảng kèm với biêu đồ bên. 


Sử dụng bảng hoặc biêu đô, hãy: Dự báo nhiệt độ ngày 01/5/2021 
tại Thành phố Hồ Chí Minh 


a) Viết tập hợp các mốc giờ đã có dự v) 34 
báo nhiệt độ. s 
XÃ. rÊn Á x› 42 $. 

b) Việt tập hợp các sô đo nhiệt độ đã £ 28 
dự báo. +6 

°.Ã ˆA^ ˆ^ L2 * ` 24 
c) Cho biệt nhiệt độ dự báo tại Thành 1 4 7 10 13 16 19 22 
phô Hô Chí Minh vào lúc 7 giờ sáng kJ.. 
ngày 01/5/2021. Hình 1. Dự báo thời tiết ngày 01/5/2021 tại Thành phố Hồ Chí Minh 


Trong 4®. nhiệt độ dự báo là một đại lượng phụ thuộc vào thời điểm (giờ). Mối liên hệ giữa 
hai đại lượng này (nhiệt độ và thời gian) có các đặc trưng của một hàm SỐ. 


Giả sử x và y là hai đại lượng biến thiên và x nhận giá trị thuộc tập số ÖD). 

Nếu với mỗi giá trị x thuộc D, ta xác định được một và chỉ một giá trị tương ứng y thuộc 
tập hợp sô thực thì ta có một hàm số. 

Ta gọi x là biến số và y là hàm số của x. 

Tập hợp D được gọi là fập xác định của hàm sô. 

Tập hợp T gồm tất cả các giá trị y (tương ứng với x thuộc Đ) gọi là fập giá frị của 
hàm sô. 


Ta thường dùng kí hiệu /{x) đề chỉ giá trị y tương ứng với x, nên hàm số còn được viết 
là y = ƒtx). 
Một hàm số có thể được cho bằng bảng (như Bảng 1), bằng biểu đồ (như Hình 1) hoặc bằng 
công thức như đã học ở cấp Trung học cơ sở, chăng hạn y = 2x - 3, y = -3. 
Ví dụ T1 
a) Vì sao có thê nói bảng dữ liệu dự báo thời tiết (Bảng ]) biêu thị một hàm số? Tìm 
tập xác định, tập giá trị của hàm sỐ này. 
b) Biêu đồ “Dự báo nhiệt độ ngày 01/5/2021 tại Thành phó Hồ Chí Minh” (Hình 1) có 
biều thị hàm số không? Tại sao? 
Giải 
a) Từ bảng dữ liệu dự báo thời tiết (Bảng 1) trong ®. ta thấy ứng với mỗi thời điểm 
(giờ) trong bảng đều có một giá trị dự báo nhiệt độ duy nhất. Vì vậy, bảng này biêu 
thị một hàm số. Hàm số đó có tập xác định D = {1; 4; 7; 10; 13; 16; 19; 22} và có 
tập giá trị 7= {27; 28; 29; 31; 32}. 


b) Tương tự, biểu đồ “Dự báo nhiệt độ ngày 01/5/2021 tại Thành phố Hồ Chí Minh” 
(Hình 1) cũng là một hàm số, ta cũng có tập xác định và tập giá trị như trên câu a. 

Chú ý: 

a) Khi một hàm số được cho băng công thức mà không chỉ rõ tập xác định thì ta quy ước: 


Tập xác định của hàm số y = ƒ(v) là tập hợp tất cả các số thực x sao cho biểu thức ƒẦx) 
có nghĩa. 


b) Một hàm số có thể được cho bởi hai hay nhiều công thức. Chăng hạn, xét hàm số: 


| —3x+Š với x< Ì 
8)“ ly} vớix>l 
nghĩa là với x < I thì ƒ{x) = -3x + Š; với x > l thì #x) = 2x°. 
Ví dụ 2 
Tìm tập xác định của các hàm SỐ Sau: 
| 
a) fx)= X5—x; b) /(x)= —. 


2x=6 
Giải 
a) Biểu thức /tx) có nghĩa khi và chỉ khi 5 - x > 0, tức là khi x < 5. 
Vậy tập xác định của hàm số này là D = (—œ; Š]. 
b) Biêu thức /tx) có nghĩa khi và chỉ khi 2x — 6 # 0, tức là khi x # 3. 
Vậy tập xác định của hàm số này là D = R\{3). 


$, Một thiết bị đã ghi lại vận tốc v (mét/giây) ở thời điểm / (giây) của một vật chuyên động 
như trong bảng sau: 


TS n nnnn nàng 


.. san nnn nh nh 


Vì sao bảng này biêu thị một hàm sô? Tìm tập xác định của hàm sô này. 
Tìm tập xác định của các hàm sô sau: 


a) /04) = A|2x+7: mẽ“. 


x'-3x+2' 


e© 


@ Ở góc của miếng đất hình chữ nhật, người ta Bán kínhr 
làm một bồn hoa có dạng một phân tư hình tròn `~ 
với bán kính z (Hình 2). Bán kính bồn hoa có 
kích thước từ 0,5 m đến 3 m. 

a) Viết công thức của hàm số biểu thị diện tích 
bồn hoa theo bán kính z và tìm tập xác định 
của hàm số này. 

b) Bán kính bồn hoa bằng bao nhiêu thì nó có 
diện tích là 0.57 m”? 


Hình 2 


2. Đồ thị hàm số 


4® Xét hàm số y = ƒ(x) cho bởi bảng sau: 


a) Tìm tập xác định 2 của hàm số trên. 


b) Trong mặt phăng toạ độ Óxy, vẽ tất cả các điểm có toạ độ (x; y) với x€ D và y = ty). 


` cổ 


Ọ Cho hàm số y = ƒfx) có tập xác định 2. 
Trên mặt phăng toạ độ Oxy, đô fhj (C) của hàm số là tập hợp tất cả các điểm Ä⁄(x; y) 
với x e D và y= ƒ(*). 


Vậy (C) = {M(x: ƒtx)) |x e D). 


Chúý: ¬——=. Øs=9 
Điêm Ä⁄(x„; y„) thuộc đô thị hàm sô y = ƒ(x) 
khi và chỉ khi x„„€ Ð và y„;= /x¡/). 


Hình 3 


Ví dụ 3 


a) Cho hàm số y = ƒ{x) = sv xác định trên 
D=[-3: 5] có đồ thị (C) như Hình 4. 


—- Điểm A(4: ƒ#t4)) có thuộc đồ thị (C) không? 
- Lấy điểm Ö tuỳ ý trên đô thị (C). Nêu 
nhận xét về hoành độ của điểm Ö. 

b) Vẽ đồ thị hàm số y = ƒfx) được cho bởi 
bảng sau: 


: | 
a) Vì 4 e [-3; 5] nên điểm 44 có hoành độ băng 4 và có tung độ y = "tu =2 là điểm 
thuộc đồ thị (C). 

Khi lấy điểm ð tuỳ ý trên đồ thị (C) thì hoành độ x„ của điểm này thuộc tập xác định D, 
nghĩa là -3 < x„ < Š. 

b) Đồ thị của hàm số gồm 7 điểm như Hình 5. 


-‡ |0} | † |† |† |? 


Ọ. Vẽ đồ thị hàm số /{) = 3x + 8. 


3. Hàm số đồng biến, hàm số nghịch biến 


® Quan sát đồ thị hàm số y = ƒfx) = x” rồi so sánh #tx,) và ƒx,) (với x, < x,) trong từng 
trường hợp sau: 


a) x,,x; e (=œ; 0) b) xạ, x, e (0; +œ) 


Hình 6 
Đối với hàm số trên, khi x tăng và thuộc khoảng (—œ; 0), ta thấy giá trị hàm SỐ giảm. Ngược lại, 
khi x tăng và thuộc khoảng (0; +œ), giá trị hàm sô tăng. 


Một cách tông quát, ta có: 


Với hàm số y = ƒtx) xác định trên khoảng (a; ð), ta nói: 
e Hàm số đồng biến trên khoảng (z: b) nếu 
V%ị, x; 6 (4; Di. <x 
e Hàm số nghịch biến trên khoảng (4; b) nêu 
¿P010 vs *. . 22 


Nhận xét: 
Khi hàm số đồng biến (tăng) trên khoảng (4; ở) thì đồ thị của nó có đạng đi lên từ trái sang 


phải. Ngược lại, khi hàm số nghịch biến (giảm) trên khoảng (4; ð) thì đồ thị của nó có 
dạng đi xuống từ trái sang phải. 


Ví dụ 4 


Xét tính đồng biến, nghịch biến của các 
hàm sô sau trên tập xác định hoặc trên 
khoảng được chỉ định: 

a)y=3x- Ï; 

b) y = +” trên khoảng (—œ; 0); 

e) Hàm số có đồ thị như Hình 7. 


Giải 

a) Xét hàm số y = ƒfx) = 3x — 1. Hàm số này xác định trên ÏR. 
Lẫy xị, x; là hai số tuỳ ý sao cho x;< x;, ta có: 

X¡<xX;¿= 3x¡< 3x; 3x¡— Ì < 3x;— Ì = ƒw)) < /Œ;). 
Vậy hàm số đồng biến (tăng) trên ÏR. 
b) Xét hàm số y = x? trên khoảng (—œ; 0). 
Lấy xạ, x, tuỳ ý sao cho x, < x;, ta có: ƒx) — ƒẲ›;) = xỶ — x; = M11 UNYš.ƒx) 
Do x, < x; nên x¡— x; < 0 và do xị, x; € (_—s; 0) nên x, + x;< 0. Từ đây suy ra 
/x¡) —./x;) > 0 hay ƒtx,) > /tx;). 
Vậy hàm số nghịch biến (giảm) trên khoảng (—œ; 0). 
c) Từ đồ thị, ta thấy hàm số xác định trên [-3: 7]. 
— Trên khoảng (-3; -2), đồ thị có dạng đi lên từ trái sang phải nên hàm số này đồng biến 
trên khoảng (—3; —-2). 
— Trên khoảng (—2; 5), đồ thị có dạng đi xuống từ trái sang phải nên hàm số này nghịch 
biên trên khoảng (—2; Š). 
— Trên khoảng (5; 7), đồ thị có đạng đi lên từ trái sang phải nên hàm số này đồng biến trên 
khoảng (Š; 7). 
Ví dụ 5 
Gia đình bạn Sơn sống ở tầng ba, bà ngoại của Sơn sông ở tầng sáu thuộc cùng một 
chung cư cao tâng. Sơn đi bộ từ nhà mình xuông tâng một đê lây thư và đưa lên nhà 
bà ngoại. Đưa thư cho bà xong, Sơn quay vê nhà mình. 


Đặt y = ñ(/) là hàm số biểu thị khoảng cách từ vị trí của Sơn đến mặt đất theo thời gian 
từ khi bạn ấy bắt đầu đi cho đến khi về lại nhà mình (chọn gốc thời gian là lúc Sơn bắt 
đầu đi lấy thư). 

(C,) hay (C,) là đồ thị của hàm số y = h(/)? Tại sao? 


Hình 8 


Giải 
Khi bắt đầu đi từ tầng ba xuống tầng một, Sơn ngày càng gần mặt đất nên khoảng 
cách từ vị trí của Sơn đến mặt đất giảm dần, hay hàm số giảm, vậy đồ thị phải có 
dạng đi xuống. 


Khi đi từ tầng một lên tầng sáu đề đưa thư cho bà ngoại, Sơn ngày càng xa mặt đất nên 
khoảng cách từ vị trí của Sơn đến mặt đất tăng dần, hay hàm số tăng, vậy đồ thị phải có 
dạng đi lên. 

Khi đi từ tầng sáu về nhà mình, Sơn ngày càng gần mặt đất nên khoảng cách từ vị trí của 
Sơn đến mặt đất giảm dân, hay hàm số giảm, vậy đồ thị phải có dạng đi xuống. 


Đồ thị (C,) có dạng tương ứng như mô tả ở trên. Do đó, (€,) là đồ thị của hàm số 
y = h(0) này. 
9, a) Tìm khoảng đồng biến và nghịch biến của hàm số có đồ thị sau: 
| TT Ñi 


_ Hình9 
b) Xét tính đồng biến, nghịch biến của hàm số y = /tx) = 5x trên khoảng (2; 5). 


BÀI TẬP 


1. Tìm tập xác định của các hàm sô sau: 


8) Ñx) =v—5x+3; b)/b) =2+-—C— - 
x 
2. Tìm tập xác định, tập giá trị của hàm số có đô thị như Hình 10. 


LITIT†E 


Hình 10 


3. Tìm các khoảng đồng biến, nghịch biến của các hàm số sau: 
a) ƒx) =—5x † 2; b) ƒ(x) = —. 


4. Vẽ đô thị hàm sô ƒz) = |x|, biêt răng hàm sô này còn được việt như sau: 
x  Vvớix>0 


" 


—x với x< 0. 


Š. Tìm tập xác định, tập giá trị và vẽ đồ thị hàm só: 
—l với x< 0 


l vớix>(Q. 


to~| 


6. Một hãng taxi có bảng giá như sau: 


Đệ : Giá cước các Giá cước từ 
`... ` 
11000 đồng 14500 đồng 11600 đồng 


11000 đồng 15 500 đồng 13 600 đồng 


a) Xem số tiền đi taxi là một hàm số phụ thuộc số kilômét di chuyên, hãy viết công thức của 
các hàm sô dựa trên thông tin từ bảng giá đã cho theo từng yêu câu: 


¡) Hàm số ƒfx) đề tính số tiền hành khách phải trả khi di chuyển x km bằng xe taxi 4 chỗ. 
1) Hàm số g(x) để tính số tiền hành khách phải trả khi di chuyển x km băng xe taxi 7 chỗ. 
b) Nếu cần đặt xe taxi cho 30 hành khách, nên đặt toàn bộ xe 4 chỗ hay xe 7 chỗ thì có lợi hơn? 


7.| Đề vựi ) 


Số 2 đã trải qua một hành trình thú vị và bị biến đối sau khi đi qua chiếc hộp đen. 


LÓyU Tớ đã biên 
thành 


Điều gì đã xảy ra bên trong HỘP ĐEN? 


Bác thợ máy đã giải mã hộp đen cho một số x bất kì như sau: 


Bạn có biết tớ 
đã trở thành 


không? 


Thì ra số X đã biến đổi sau khi đi qua 3 chiếc máy bên trong HỘP ĐEN 


Bên trong HỘP ĐEN là một đoạn chương trình được cài đặt săn. Ta xem đoạn chương trình 
này như một hàm số ƒtx). Hãy viết biểu thức của /tx) đề mô tả sự biến đổi đã tác động lên x. 


Bài 2. Hàm số bâc hai 


Từ lhoá: Hàm số bậc hai; Tập giá trị của hàm số bậc hai; Biến thiên; Parabol; Đỉnh; Trục đối xứng; 


Quỹ đạo parabol. 
®) y=aẻ y=a(— m)(x~ ï) 
y=a# +bx y=da(Y - ñ)* + k 
y=0# +bX+c 


Các hàm số này có chung đặc điểm gì? 


1. Hàm số bậc hai 

Khai triển biểu thức của các hàm số sau và sắp xếp theo thứ tự luỹ thừa của x giảm dần 
(nếu có thể). Hàm số nào có luỹ thừa bậc cao nhất của x là bậc hai? 

a) y= 2x(x =3); b)y= x(x + 2) — Š; c)y=-5( + 1) =4). 


2) 


` cá 
_ - 
G ` 


# Hàm số bậc hai theo biên x là hàm số cho bởi công thức có dạng y = ƒtx) = ax” + bx + e 
với đ, b, c là các sô thực và a khác 0. 


Tập xác định của hàm số bậc hai là ÏR. 


Ví dụ 1 

Hàm số nào trong các hàm số sau đây là hàm số bậc hai? 

a)y=2x +x; b)y=x'†+x+†l; )y= d)y=-3x⁄ˆ—l; e)y= NXŠ5-2x. 
X 


Giải 


` L4 2 ` ` r4 2 À ` ` Ầ ˆ * 
Hàm sô y = 2x“ + x và hàm sô y = —3x“ — l đêu là hàm sô bậc hai. 


Các hàm số y= x` +x+ l; y= — IÊ J4 114 L8. dHiếT hàm số bậc hai. 
". 


9 Hàm sô nào trong các hàm sô được cho ở /® là hàm sô bậc hai? 


2. Đồ thị hàm số bậc hai 


4® a) Xét hàm số: 
y=ƒW) =xˆ- 8x + 19=(x-4)? + 3 


có bảng giá trỊ: 


Trên mặt phăng toạ độ, ta có các điểm (x; /tx)) 
với x thuộc bảng giá trị đã cho (Hình I). Hình 1 


Hãy vẽ đường cong đi qua các điểm 4, 8, S, C, D và nêu nhận xét về hình dạng của 
đường cong này so với đô thị của hàm sô y = +” trên Hình I. 


b) Tương tự, xét hàm số: 
y =g(y) = -x” † 8x-— l3 =-(x - 4)? + 3 


có bảng giá trỊ: 


Trên mặt phăng toạ độ, ta có các điểm (x: g(x)) 
với x thuộc bảng giá trị đã cho (Hình 2). 


Hãy vẽ đường cong đi qua các điểm 4, Ö, S, 
C, D và nêu nhận xét về hình dạng của đường 
cong này so với đồ thị của hàm số y = -x? trên Hình 2 
Hình 2. 


Từ /Ô. ta thây hai dạng cơ bản của đồ thị hàm số bậc hai ứng với hai trường hợp a > 0 
và a <0. 


2 
Một cách tông quát, sau khi biến đổi y= ax? +bx+c= 2l*-[-z]| '(-£} với đ # 0 
a ạa 


và A = ðˆ?~ 4ae người ta chứng minh được rằng trong mặt phăng toạ độ Oxy, đồ thị hàm số 


bậc hai y = ax? + bx + c có hình dạng là một parabol và có đỉnh Š K -C) 
a_ 4a 


Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, đô thị hàm số bậc hai y = ax” + bx + e (với a # 0) là 
một parabol (P): 


— Có đỉnh Š với hoành độ x, =~2—. tụng độ yy“—.C: 


- Có frục đối xứng là đường thăng x = c* (đường thăng này đi qua đỉnh Š và song 
ạa 

song với trục y); 

— Bề lõm quay lên trên nếu ø > 0, quay xuống dưới nếu a < 0; 


— Cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng c, tức là đồ thị đi qua điểm có toạ độ (0; ). 


Chú ý: a) Nếu b = 2ð' thì (P) có đỉnh si 3) 

ạ a 
b) Nếu phương trình ax° + öx + e = 0 có hai nghiệm x,, x, thì đồ thị hàm số bậc hai 
y=ax#ˆ? + bx+c cắt trục hoành tại hai điểm lần lượt có hoành độ là hai nghiệm này 
(xem Hình 3). 


Hình 3 


Ví dụ 2 
Vẽ đồ thị các hàm số: 
a) y =ƒx) =-x + 4x— 3; b) y =ƒfx) = x + 2x +2. 


Giải 


a) Trong mặt phăng toạ độ ÓXxy, đồ thị hàm số 
bậc hai y = ƒftx) = -x? + 4x - 3 là một parabol (?): 


— Có đỉnh ®$ với hoành độ x, = 2, tung độ y, = l; 
— Có trục đối xứng là đường thăng x = 2 (đường 
thăng này đi qua đỉnh Š và song song với trục Óy); 
- Bề lõm quay xuống dưới vì a < 0; 


— Cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng —3. tức là 
đồ thị đi qua điểm có toạ độ (0; -3). 


Ngoài ra, phương trình -x” + 4x — 3 = 0 có hai nghiệm phân biệt x, = I và x, = 3 nên đồ thị 
hàm số cắt trục hoành tại hai điểm có toạ độ (1; 0) và (3; 0). 


Ta vẽ được đồ thị như Hình 4. 

b) Trong mặt phăng toạ độ xy, đồ thị hàm số 
bậc hai y = ƒfx) = x? + 2x + 2 là một parabol (P): 
= Có đỉnh § với hoành độ x, = -], tung độ y,= l; 
— Có trục đối xứng là đường thăng x = —1 (đường 
thăng này đi qua đỉnh Š và song song với trục Óy); 
—- Bề lõm quay lên trên vì a > 0; 

— Cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 2, tức là 
đồ thị đi qua điểm có toạ độ (0; 2). 

Ta vẽ được đồ thị như Hình 5. ba 


x =-Ì 


Hình 5 


®, Vẽ đồ thị hàm số y = x”— 4x + 3 rồi so sánh đồ thị hàm số này với đồ thị hàm số trong 
Ví dụ 2a. Nêu nhận xét về hai đô thị này. 


3. Sự biến thiên của hàm số bậc hai 


4® Từ đồ thị của hàm số bậc hai cho ở hai hình sau, tìm khoảng đồng biến và nghịch biến 
của hàm sô trong mỗi trường hợp. 


b)a<90 


Hình 6 


Dựa vào đồ thị hàm số bậc hai y=a#ˆ + bx + c (với a #0), ta có bảng tóm tắt về sự biến thiên 
của hàm sô này như sau: 


a>0 a<0 


Hàm số nghịch biến trên khoảng [—= Z] Hàm số đồng biến trên khoảng & m] 
ạ ạ 


và đồng biến trên khoảng E + 2] . và nghịch biến trên khoảng E ~ 2] 
. ạa : a 
Bảng biên thiên: Bảng biên thiên: 


Chú ý: 
Từ bảng biến thiên của hàm số bậc hai, ta thấy: 


e ` Ã °® g »ẻ kã L4 " —A - ` ` 4 Z ˆ °.ự ° ` 
— Khi a > 0, hàm sô đạt giá trị nhỏ nhât băng TP tại X = —” và hàm sô có tập giá trị là 
ạ 


aạ 
r=|~:+=} 
4a 

. `. _Ã N5... "1À... :;‹.......... 

— Khi a < 0, hàm sô đạt giá trị lớn nhât băng T2 tại x = E} và hàm sô có tập giá trị là 
ạ 
r~[¬=-k| 
4a 

Ví dụ 3 


Lập bảng biến thiên của hàm số y = -x” + 4x — 3. Hàm số này có giá trị lớn nhất hay 
giá trị nhỏ nhất? Tìm giá trị đó. 
Giải 
-b _ -4 


Đỉnh Š có toạ độ: x¿ =——= 


—— =2:y.=-2?+4.2—3=. 
2a 2(I) “775 : 


Hay S5(2;: l). 


Vì hàm sô bậc hai có a = —l < 0 nên ta có bảng biên thiên sau: 


Hàm số đạt giá trị lớn nhất bằng 1 khi x = 2. 


®, Tìm khoảng đồng biến, khoảng nghịch biến của hàm số y = 2x” — 6x + 11. Hàm số này 
có thê đạt giá trị bằng —1 không? Tại sao? 


CN 


4. Ứng dụng của hàm số bậc hơi 

Tâm bay cao và tầm bay xa 
Trong môn cầu lông, khi phát cầu, người chơi cần đánh cầu qua 
khỏi lưới sang phía sân đối phương và không được đề cho cầu rơi 
ngoài biên. 
Trong mặt phăng toạ độ @xy, chọn điểm có toạ độ (0; y,) là điểm 
xuất phát thì phương trình quỹ đạo của cầu lông khi rời khỏi mặt 
vợt là: 


-g.x 
Hình 7 }y=————+tan(#).x +y, 
2.Vj .COS“ 


trong đó: 

e g là gia tốc trọng trường (thường được chọn là 9,§ m/s”); 
e œ là góc phát cầu (so với phương ngang của mặt đất); 

® v„ là vận tốc ban đầu của cầu; 

® yạ là khoảng cách từ vị trí phát cầu đến mặt đất. 


Đây là một hàm số bậc hai nên quỹ đạo chuyền động của cầu lông là một parabol. 


^ 


¬..2 
V=— ——+tan(ø).x =5 
2.Vạ .COS“Ø 


hạ — 
= 


điểm chạm đất 


Hình 8 
Xét trường hợp lặng gió, với vận tốc ban đầu và góc phát cầu đã biết, cầu chuyền động theo 
quỹ đạo parabol nên sẽ: 

— Đạt vị trí cao nhất tại đỉnh parabol, gọi là tâm bay cao; 

~ Rơi chạm đất ở vị trí cách nơi đứng phát cầu một khoảng, gọi là tâm bay xa. 

Bài toán ứng dụng 

Một người đang tập chơi cầu lông có khuynh hướng phát cầu với góc 30° (so với mặt đất). 
a) Hãy tính khoảng cách từ vị trí người này đến vị trí cầu rơi chạm đất (tầm bay xa), biết cầu 
rời mặt vợt ở độ cao (0,7 m so với mặt đât và vận tôc ban đâu của câu là 8 m/s (bỏ qua sức 
cản của gió và xem quỹ đạo của câu luôn năm trong mặt phăng thăng đứng). 

b) Giữ giả thiết như câu a) và cho biết khoảng cách từ vị trí phát cầu đến lưới là 4 m. Lần 
phát câu này có bị xem là hỏng không? Tại sao? 

(Thông tin bố sung: 

— Mép trên của lưới cầu lông cách mặt đất 1,524 m; 


- Gia tốc trọng trường được chọn là 9.8 m/sỂ.) 


Giải 
a) Chọn hệ trục toạ độ như Hình 9 (vị trí rơi của cầu thuộc trục hoành và vị trí cầu rời mặt 
vợt thuộc trục tung). 


điểm chạm đất 
Hình 9 


Với g= 9,8 m/s”, góc phát cầu œ = 30°, vận tốc ban đầu v„= 8 m⁄s, phương trình quỹ đạo của cầu là: 


“.. .... (với x>0). 
48 3 


Vị trí cầu rơi chạm đất là giao điểm của parabol và trục hoành nên giải phương trình 


_49 ;. v3 


+——x+0,7=0 ta được x, =-],03 và x, ~ 6,68. 
48 3 
Giá trị nghiệm dương cho ta khoảng cách từ vị trí người chơi cầu lông đến vị trí cầu rơi chạm 
đất là 6,68 m. 


b) Khi cầu bay tới vị trí lưới phân cách, nếu nó ở bên trên mặt lưới và điểm rơi không ra khỏi 
đường biên phía bên sân đối phương thì lần phát cầu mới được xem là hợp lệ. 


Ta cân so sánh tung độ của điêm trên quỹ đạo (có hoành độ băng khoảng cách từ gôc toạ 
độ đên chân lưới phân cách) với chiêu cao mép trên của lưới đê tìm câu trả lời. 


~-_ 
.lo vo 
- 
- 
- 


O 4m lưới phân cách điểm biên trong điểm biên ngoài # 


Hình 10 


Khi x = 4, ta có y=-— .4+0,7 1,38. Suy ra y< 1,524. 


49 xz, V3 
48 3 


Như vậy lần phát cầu đã bị hỏng vì điểm trên quỹ đạo của cầu thấp hơn mép trên của lưới. 


@ Trong bài toán ứng dụng, khi chơi trên sân cầu lông đơn, các lần phát cầu với thông tin 
như sau có được xem là hợp lệ không? (Các thông tin không được đề cập thì vẫn giữ 
như trong giả thiết bài toán trên). 


a) Vận tốc xuất phát của cầu là 12 m/s. 
b) Vị trí phát cầu cách mặt đất 1,3 m. 


Lưu ý: Các thông số về sân cầu lông đơn được cho trong Hình 11. 


Hình 11 
BÀI TẬP 
1. Hàm số nào sau đây là hàm số bậc hai? 
a)y=9x°+ 5x +4; b)y=3x ` + 2x + l; 
c)y=-4(x +2)Ì + 2(2x` + 1)+5; d)y=5x + Ax +2. 
2. Tìm điều kiện của 7 để hàm số y = ƒfz) là hàm số bậc hai. 
a)y= mà + (m + 1)x`+x+ 3; b) y= (m — 2)*` + (m— 1)” + 5. 


3. Lập bảng biến thiên của hàm số y =xŸ + 2x + 3. Hàm số này có giá trị lớn nhất hay giá trị nhỏ 
nhất? Tìm giá trị đó. 

4. Cho hàm số bậc hai y = ƒfx) = ax” + bx + c có ƒ{0) = 1, /€1) =2./@) = 5. 
a) Hãy xác định giá trị của các hệ SỐ đ, b và c. 
b) Xác định tập giá trị và khoảng biến thiên của hàm só. 

5. Cho hàm số y= 2x + x + m. Hãy xác định giá trị 
của 7 đề hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng 5. 


6. Vẽ đồ thị các hàm số sau: 
a)y= 2x” + 4x — l; b)y=-x +2x+3; 
c)y=-3x + 6x; đ)y=2x—5. 


7. Hãy xác định đúng đồ thị của mỗi hàm số sau 
trên Hình 12. 
V): y=-2x`—-4x+2; 
(P.): y= 3x” - 6x + 5 


Xe Toiii 1 ẨM. 


vẽ 4 y=4x —-8x +7 


§. Tìm công thức của hàm số bậc hai có đồ thị như Hình 13. 


9. Chiếc cầu dây văng một nhịp được thiết kế hai bên 
thành cầu có dạng parabol và được có định băng 
các dây cáp song song. 


Dựa vào bản vẽ ở Hình 14, hãy tính chiều dài tổng 
cộng của các dây cáp dọc ở hai mặt bên. Biết: 

~ Dây dài nhất là 5 m, dây ngắn nhất là 0,8 m. Khoảng 
cách giữa các dây bằng nhau. 

— Nhịp cầu đài 30 m. 

—- Cần tính thêm 5% chiều dài mỗi sợi dây cáp để 
neo có định. 


Hình 13 
—= lWm se = — =7] ] 5m | h1 Áo | Ị5 m 
LÁ) KÓ Kã lã|BM bus =.rz=rZz = ¡n0 XI LÔ 0 = 
m 
a) Hình vẽ cầu dây văng b) Hình chiếu đứng của cầu dây văng 


Hình 14 


Bạn có biết? 
Quy luật tự nhiên và hình dạng parabol 


Vật chuyển động bởi ném xiên hay ném 

ngang có quỹ đạo là một phần của parabol. 

Hiện tượng này quan sát được khi ném 

bóng, nhảy xa, trượt tuyết nhảy trên không, 

vòi nước phun, ... 

Trong khi đó, chuyên động rơi tự do hoặc 

chuyên động lăn trên mặt phăng nghiêng có 

độ dài quãng đường tuân theo quy luật một 

hàm số bậc hai theo thời gian ¿, mặc dù quỹ -ˆ- ó 

đạo chuyền động là đường thăng. Nhà vật Hình 15 

lí học Galilel, đồng thời cũng là một nhạc 

sĩ, đã thiết kế bộ dụng cụ đo quãng đường lăn của vật nặng trên mặt phăng nghiêng sau 
những khoảng thời gian như nhau để chứng minh kết quả này. Thời đó chưa có thiết bị 
phù hợp nên ông đã dùng những chiếc chuông đề phát ra âm thanh cách đều thời gian 
mỗi khi viên bi lăn tới. Thật khó tin nhưng Galilei nhạy bén với âm thanh và ông nhận ra 
quãng đường lại không như nhau dù các khoảng thời gian là đều nhau. 


Khoảng thời gian thứ nhất 
I đơn vị quảng đường 


Khoảng thời gian thứ hai 
3 đơn vị quãng đường 


Hình 16. Dụng cụ “mặt phẳng nghiêng” đo quãng Hình 17. Mô phỏng mặt phẳng nghiêng Galilei 
đường di chuyển sau mỗi khoảng thời gian đều 
nhau của Galilei tại Bảo tàng Galileo, nước Y 


Quỹ đạo parabol 


Khi một vật từ vị trí y„ bị ném xiên lên cao theo góc œ (so với phương ngang) với vận tốc 


z 


Xx 
2.v2 .cos” œ 


ban đầu vụ thì phương trình quỹ đạo của vật này là: = +tan().x + yụ. 


Đây là một hàm số bậc hai nên quỹ đạo chuyên động là một parabol. 
$H: tầm bay cao 


O4: tầm bay xa 


H A bà 


Hình 18. Vật được ném từ vị trí O, với góc ném ơ bay lên đến điểm cao nhất là S và rơi xuống điểm A 


Khoảng cách $H được gọi là tâm bay cao. còn khoảng cách O4 được gọi là tâm bay xa. 
Nếu vận tốc ban đầu có độ lớn không đồi, thì góc ném œ ảnh hưởng đến tầm bay cao và 
tâm bay xa. 

— Trong thê thao, vận động viên môn ném lao, ném đĩa hay nhảy xa, ... có lực ném gần 
như ôn định. Do vậy, việc điều chỉnh góc ném œ chính là kĩ thuật đê đạt mục tiêu xa nhất. 
—- Binh chủng Pháo binh Việt Nam có câu khâu hiệu “Chân đồng, vai sắt, đánh giỏi, bắn 
trúng” gắn liền với kĩ thuật điều chỉnh vận tốc ban đầu vụ và góc œ để đạn pháo trúng 
mục tiêu. 


(Nguồn: https:/www.researchgate.net) 


1. Tìm tập xác định của các hàm sô sau: 


a) y= 4x — Ì; 
| 

b) y= |: 

Jy x +1” 
| 

c) y=2+—. 
X 


2. Tìm điều kiện của m để mỗi hàm số sau 
đây là một hàm sô bậc hai: 
a)y=(1—3m)#` +3; 

b) y= (4m — 1)(x - 7); 
c)y=2(@Ÿ + I) + 11 —ïm. 


3. Vẽ đồ thị các hàm số sau: 
a)y=x`— 4x +3; b) y=-—x - 4x + 5; 
c)y=x-4x+5, d)y 221 


4. Một vận động viên chạy xe đạp trong Ì giờ 
30 phút đầu với vận tốc trung bình là 
42 kmíh. Sau đó người này nghỉ tại chỗ 
15 phút và tiếp tục đạp xe 2 giờ liên với 
vận tốc 30 kmih. 

a) Hãy biểu thị quãng đường s (tính bằng 
kilômét) mà người này đi được sau / phút 
bằng một hàm só. 

b) Vẽ đồ thị biểu diễn hàm số s theo í. 

5. Biết rằng hàm số y = 2x” + mx + m giảm trên 
khoảng (—œ; l), tăng trên khoảng (l; +œ) và 
có tập giá trị là [9; +). Xác định giá trị của 
m Và H. 


6. Nhảy bungee là một trò chơi mạo hiểm. 
Trong trò chơi này, người chơi đứng ở vị trí 
trên cao, thắt dây an toàn và nhảy xuống. 
Sợi dây này có tính đàn hồi và được tính 
toán chiều dài đề nó kéo người chơi lại khi 
gần chạm đất (hoặc mặt nước). 


Chiếc cầu trong Hình 1 có bộ phận chống 
đỡ dạng parabol. Một người muốn thực 
hiện một cú nhảy bungee từ giữa cầu 
xuống với dây an toàn. Người này cần 
trang bị sợi dây an toàn dài bao nhiêu 
mét? Biết rằng chiều dài của sợi dây đó 
bằng một phần ba khoảng cách từ vị trí 
bắt đầu nhảy đến mặt nước. 
Vị trí nhảy im 


Hình 1 


.‹ Giả sử một máy bay cứu trợ đang bay theo 


phương ngang và bắt đầu thả hàng từ độ 
cao §0 m, lúc đó máy bay đang bay với vận 
tốc 50 m/s. Đề thùng hàng cứu trợ rơi đúng 
vị trí được chọn, máy bay cần bắt đầu thả 
hàng từ vị trí nào? Biết rằng nếu chọn gốc 
toạ độ là hình chiếu trên mặt đất của vị trí 
hàng cứu trợ bắt đầu được thả, thì toạ độ 
của hàng cứu trợ được cho bởi hệ sau: 


X=twạf 
=h—-gẺ 
y 25 ` 


Trong đó, y, là vận tốc ban đầu và # là độ 
cao tính từ khi hàng rời máy bay. 

Lưu ý: Chuyên động này được xem là chuyên 
động ném ngang. 


Hình 2 


Phân | HÌNH HỌC VÀ ĐO LƯỜNG 


Chương IV IIỆ TTINIỨC IIƯỢNG 


IIROING AM] GIÁC 


Trong chương IV, chúng ta sẽ mở rộng khái niệm tỉ số lượng giác của góc nhọn qua việc thiết lập các giá trị lượng 
giác của các góc từ 0° đến 180° . Chúng ta cũng sẽ tìm hiểu về các hệ thức lượng cơ bản trong tam giác, cụ thể là: 
định lí côsin, định lí sin, các công thức tính diện tích tam giác, đồng thời vận dụng các định lí, công thức nói trên 
vào các bài toán giải tam giác cũng như giải quyết một số tình huống thực tiễn. 


Cầu Cần Thơ bắc ngang sông Hậu. 


cấy Học xong chương này, bạn có thể: 


- Nhận biết và tính được giá trị lượng giác của một góc từ 0° đến 1809. 

- Tính được giá trị lượng giác của một góc từ 0° đến 180° bằng máy tính cầm tay. 

- Giải thích được hệ thức liên hệ giữa giá trị lượng giác của các góc phụ nhau, 
bù nhau. 

- Giải thích được các hệ thức lượng cơ bản trong tam giác: định lí côsin, định lí sin, 
công thức tính diện tích tam giác. 

- Mô tả được cách giải tam giác và vận dụng được vào việc giải một số bài toán 
có nội dung thực tiễn. 


BE ‹ 


1. Giá tri lượng giác của một góc 
từ 0° đến 180° 


®) Làm thế nào để mở rộng khái niệm tỉ số lượng giác của góc nhọn 
cho các góc từ 0° đến 180° ? 


1. Giá trị lượng giác 


;—) Trong mặt phăng toạ độ @Oxy, nửa đường tròn 
tâm Ó bán kính # = 1 nằm phía trên trục hoành 
được gọi là nửa đường tròn đơn vị. Cho trước một 
góc nhọn œ, lây điểm Ả⁄ trên nửa đường tròn đơn vị 


sao cho xM = œ. Giả sử điểm Ä⁄ có toạ độ (Xa; J)- 


Áp dụng cách tính các tỉ số lượng giác của một 
góc nhọn đã học ở lớp 9, chứng tỏ răng: 


`. ' =2, _ *g 
SInƠŒ = ÿ,; COSŒ = X\; fan@ = ——; cotOo=-== 


X Tọ 


Mở rộng khái niệm tỉ sỐ lượng giác đối với góc nhọn cho những góc œ bất kì với 0°< œ< 1809, 
ta có định nghĩa sau đây: 


# Với mỗi góc œ (0°< œ < 180°) ta xác định 
được một điểm Ä⁄ duy nhất trên nửa đường 


tròn đơn vị sao cho x@M =ơœ. Gọi (xạ; yạ) là 
toạ độ điềm Ä⁄, ta có: 


— Tung độ y„ của Ä là sim của góc œ, kí hiệu là 


SInŒ = ÿ; 

— Hoành độ x, của Ä⁄ là côsin của góc œ, kí hiệu 

là cosœ = xạ; 

- Tỉ số “® — (xạ # 0) là fang của góc œ, kí hiệu là tang = +o : 
- Ẵọ 


¬.--.- va =- fÂ*A_- 1A * 
— Tỉ sô —*~ (yạ # 0) là côfang của góc œ, kí hiệu là cotœ = —*. 
*o *o 


Các sô sinơ, cosơ, tanœ, cotœ được gọi là các giá frị lượng giác của góc 0G. 


Ví dụ T1 
Tìm các giá trị lượng giác của góc 120”. 

Giải 
Lấy điểm Ả⁄ trên nửa đường tròn đơn vị sao cho 
xOM =120°. Ta có Oy =120°— 90° =30°. 


1 33 


Ta tính được toạ độ điểm M là -; - : 


Vậy theo định nghĩa ta có: 


Hình 3 


sin120° -_ V3, cosl120” = . 
2 2 


ý. 


tan 120° =—/3; cot120° =— : 


Chú ý: 

a) Nếu ơ là góc nhọn thì các giá trị lượng giác của œ đều dương. 
Nếu ơ là góc tủ thì sinœ > Ú, cosœ < Ú, tanơ < 0, cotơ < 0. 

b) tanœ chỉ xác định khi œ + 90”. 
cotœ chỉ xác định khi œ #4 0° và œ # 1807. 


®, Tìm các giá trị lượng giác của góc l35S”. 


2. Quan hệ giữa các gió trị lượng giác của hơi góc bù nhau 


Từ lớp dưới ta đã biết hai góc phự nhau thì các tỉ số lượng giác của chúng có mối liên hệ: 
sin(90°— œ) = cosơ; cos(90°— œ) = sinơ; 
tan(90°— œ) = cotœ; cot(90°— œ) = tang. 
Sau đây ta sẽ tìm hiệu về mối liên hệ giữa các giá trị lượng giác của hai góc bù nhau. 
Trên nửa đường tròn đơn vị, cho dây cung 


NM song song với trục Óx (Hình 4). Tính 


tông số đo của hai góc xOM⁄ và xÓN. 


® 


Nếu xOM⁄ = œ thì ta có xÓON = 180°— 


Giả sử điểm X⁄ có toạ độ (xạ; yạ). Do xy = —X„„ E —%,; Jy E y„ E y„ nên ta có các tính chât sau: 


= Với mọi góc œ thoả mãn 0° < ơ < 1807, ta luôn có: 
sin(180” — œ) = sing; cos(I80”T— œ) = -cosœ; 
tan(180” — œ) = -tanơœ (œ # 90°); cot(1 80” — œ) = -cotœ (0° < œ < 180). 


Ví dụ 2 
n Ị 42 "¬ 
Cho biêt sin30° = 2° cos45° = 5” tan60° = 143 . Tính sinI50°; cos135°: tan1209. 
Giải 
| 

sinl50” = sin30° = 2 ; cosl35° = -cos45° = n ; tan120° = -tan60° = 3, 
9, Tính các giá trị lượng giác: sin120”; cos150”; cotl 35°. 
đà Cho biết sinơ = 3 , tìm góc œ (0° < œ < 180°) bằng cách vẽ nửa đường tròn đơn vị. 


3. Giá trị lượng giác của một số góc đặc biệt 
Giá trị lượng giác của các góc bất kì có thê tính bằng máy tính cầm tay. 


Dưới đây là bảng giá trị lượng giác của một số góc đặc biệt. 


Chú ý: Trong bảng, kí hiệu “||? để chỉ giá trị lượng giác không xác định. 


@, Tính: 4 = sin150P + tan135° + cot4S”; B= 2cos30” - 3tan1I507 + cot13S°. 


@ Tìm góc ơ (0° < ơ < 1§0)) trong mỗi trường hợp sau: 


dã _ý2 


a) sinœ = Km, b) cosœ = 27 c) tanơ = —Ï; d) cotœ =—^/3. 


4. Sử dụng máy tính cầm tay để tính giá trị lượng giác của một góc 
Có nhiều loại máy tính cầm tay có thê giúp tính nhanh chóng giá trị lượng giác của một góc. 
Chắng hạn, ta có thể thực hiện trên một loại máy tính cầm tay như sau: 


Sau khi mở máy, ân liên tiếp các phím [sHIFr] [MEN] đề 1:Input/Output 
màn hình hiện lên bảng lựa chọn. 2:Angle Unit 


Ấn phím L2] đề vào chế độ cài đặt đơn vị đo góc. 


Ấn tiếp phím [1 để xác định đơn vị đo góc là “độ”. 


Ấn các phím {MEN (1 } để vào chế độ tính toán. 


a) Tính các giá trị lượng giác của góc 
Ví dụ 3 l1:Calculate 
Sử dụng máy tính cầm tay, tính sin125°34'28". 
Giải 
Đề tính sin125°34'28", ta ấn liên tiếp các phím sau đây: 
(sin] L1) (2) (5) E›»] L3) L4) E›») L2) (8) E>} D3) 


và được kết quả sinI25°34'28" x 0,8133603236, với 
hiền thị trên màn hình như hình bên. 0. 8133603236 


Đề tính cosơ, tanơ ta cũng làm như trên, chỉ thay phím [sin] bằng phím „ [an]. 


` Ẫ Lá , | 
Trường hợp muôn tính cotơ, ta tính . 
tan œ 


b) Xác định số đo của góc khi biết giá trị lượng giác của góc đó 
Ví dụ 4 
Sử dụng máy tính cầm tay, tìm œ (0° < œ < 180°) biết cosœ = -0,2341. 
Giải 
Đề tìm œ khi biết cosœ = -0,2341, ta ấn liên tiếp các phím sau đây: 
[swr) s] (O) (6) [-) (2) (3) (4) D) E)Es3 cosrl(-0. 2341) 
và được kêt quả œ ~ 103°32'19", với hiện thị trên màn 


hình như hình bên. 103° 32" 18. 88” 


Để tìm ơ khi biết sinơ, tanœ ta cũng làm tương tự như trên, chỉ thay phím băng các phím 
[sin], (tan). 


9, a) Tính cos80°43'51"; tan147°12'25"; cot99°9'19". 
b) Tìm ơœ (0° < œ < 180°), biết cosœ = -0,723. 


| BÀITẬP TẬP 


: | : 
1. Cho biệt sin30” = 2° sinó0° = _ tan45° = I. Sử dụng môi liên hệ giữa các giá trị lượng 
giác của hai góc bù nhau, phụ nhau để tính giá trị của £ = 2cos30° + sin150° + tan135°. 
2. Chứng minh rằng: 
a) sin20” = sin160); b) cos50” = -cos1307. 


3. Tìm góc œ (0° < œ < 180°) trong mỗi trường hợp sau: 


8) COSŒ = —53 b) sinơ = 0; 

c) tanœ = Ì; đ) cotœ không xác định. 
4. Cho tam giác 48C. Chứng minh răng: 

a) sin4 = sin(B + C); b) cos4 = -cos(B + C). 
5. Chứng minh rằng với mọi góc ơ (0° < œ < 180°), ta đều có: 

a) cos?œ + sin?œ = Ï; b) tanœ.cotœ = l (0°< œ < 1807, œơ z 90°); 
| 


OS” œŒ 


c) Ì + tan œ = (œ # 909); đ) l + cofœ = (0°< œ< 1809). 
C 


sin” œ 
6. Cho góc œ với s< =Ẵm ÖằẰ biêu thức 4 = 2sinˆœ + 5cos”0œ. 


7. Dùng máy tính cầm tay, hãy thực hiện các yêu cầu dưới đây: 
a) Tính: sin168°45'33"; cos17°22'35"; tan1I56°26'139": cot56°36'42". 
b) Tìm ơ (0° < ơ < 180!) trong các trường hợp sau: 
1) sinơ = 0,862; 11) cosœ =-0,567; — 11) tanơ = 0,334. 


` @ “ ^^ ® ` © “ ® 
Bài 2. Định lí côsin và định lí sin 
Từ lchoá: Định lí côsin; Định lí sin; Diện tích tam giác; Công thức tính diện tích tam giác. 


®) Làm thế nào để tính độ dài cạnh chưa biết của hai tam giác dưới đây? 
.? 


1. Định lí côsin trong tam giác 


9 a) Cho tam giác 48C không phải là tam giác 


vuông với góc 44 nhọn và C >B. Vẽ đường 
cao C7) và đặt tên các độ dài như trong Hình I. 
Hãy thay li bằng chữ cái thích hợp để chứng 


minh công thức 4” = Öˆ † c”— 2bc cos44 theo gợi "nã h 

ý sau: 

Xét tam giác vuông 8CD, ta có: aˆ = dˆ+(c—x)°=d”+x°+c°-2xc. — (1) 

Xét tam giác vuông 4C?D, ta có: b” = đ? + x” => đ” = b”- +”. (2) 
COSA = ¬ = lấn = bcosA. (3) 


Thay (2) và (3) vào (1), ta có: 4? = b + c°— 2bc cosA. 
Lưu ý: Nêu B8 >C thì ta vẽ đường cao 8D và chứng œ 


minh tương tự. 
b) Cho tam giác 48C với góc 44 tù. Làm tương tựnhư đ a 
trên, chứng minh răng ta cũng có: 
aˆ=b”+cˆ~2bccos4A. DE B 
=————-rrrrrrrrrè> 
Lưu ý: Vì A là góc tù nên cos4 = >3 " 


c) Cho tam giác 48C vuông tại 4. Hãy chứng tỏ công thức a” = bˆ + c” - 2b cos4 có 
thê viết là 4” = ðˆ + cẺ. 


Định lí côsin 


Từ định lí côsin, ta có hệ quả sau đây: 
Hệ quả 


Ví dụ 1 


Cho tam giác 48C có c= 115°, AC = § và BC = I2. Tính độ dài cạnh 48 và các 
góc 4, Ø của tam giác đó. 


Giải 


Theo định lí côsmn, ta có: 
AB” = BC” + AC” - 2. BC. AC. cosC % 72 
= 12?+8?—-2.12.8.cosl1® 


Isv) 


~ 289.14. 
Vậy 4B ~ \J289.14 ~ ]7. 
nã" ÀA  h 1741. T. 


Theo hệ quả của định lí côsin, ta có eos4= ————————————————— *.7684. 
2.AB.AC “II NẾP 


Hình 3 


Suyra 4 ~39%47, 8 =180°-( 4 + €)>~25°13'. 


Tính các cạnh và các góc chưa biết của tam giác 48C 
trong Hình 4. 


,”> 


1q 


Hình 4 


Tính khoảng cách giữa hai điểm ở hai đầu của một hồ nước. Biết từ một điểm cách hai 
đâu hô lân lượt là §00 m và 900 m người quan sát nhìn hai điêm này dưới một góc 707 
(Hình S). 


Hình 5 


2. Định lí sin trong tam giác 


a) Cho tam giác 45C không phải là tam giác vuông có 8C = a, AC = b, 4B = c và R là 


ví bán kính của đường tròn ngoại tiêp tam giác đó. Vẽ đường kính 8D. 


1) Tính sin BDC theo a và R. 


ii) Tìm mối liên hệ giữa hai góc 84C và 8DC. Từ đó chứng minh rằng 2 =—“ 


sin A 


Hình 6a. Tam giác ABC có góc A nhọn Hình 6b. Tam giác ABC có góc A tù 
b) Cho tam giác 48C với góc 4 vuông. Tính sin4 và so sánh z với 2R đề chứng tỏ ta 


Z `. , q 
vân có công thức 2# = Kon 
sI 


Từ @) „ ta có định lí sau: 
Định lí sin 


Từ định lí sin, ta có hệ quả sau đây: 
Hệ quả 


Ví dụ 2 


Cho tam giác 4ÖC có A= ý. # XÃ B= 83”, BC = 18. Tính độ dài các cạnh 4C, 4ð và 
bán kính # của đường tròn ngoại tiếp tam giác đó. 


Giải 

Đặt a = BC, b = AC, c= AB. 
Ta có: a= 18, € =180°— (72° + 83°)= 259. 
b C 


Áp dụng định lí sin, ta có — —=— —=— —=2R 
sn4 sin3?  sinC 


Suy ra: 


A 

AC=p<#fm5 _15ãm°2 ~188: ĐÀ 

sin A sin 72° 
JNU sac _=- .. kế: 

sin sin o 

R° 18 
B l@i 
sư lỗ +9 S, Hình 7 


kì 


"2sin4 2sin72° 


@, Tính các cạnh và các góc chưa biết của tam giác #NP 
trong Hình 8. 


Hình 8 


đè Trong một khu bảo tôn, người ta xây dựng một tháp canh và hai bôn chứa nước A,B 
để phòng hoả hoạn. Từ tháp canh, người ta phát hiện đám cháy và số liệu đưa về như 
Hình 9. Nên dẫn nước từ bồn chứa 4 hay 8 để dập tắt đám cháy nhanh hơn? 


Bồn chứa nước A 


1800 m 
Tháp canh 


Điểm cháy: 


\ 


Ụ 


_VVVWR 
À 


Bồn chứa nước B 


\V.VI 


>- đ 


Hình 9 


3. Các công thức tính diện tích tam giác 


® Cho tam giác 45C như Hình 10. 


a) Viết công thức tính diện tích Š của tam giác 48C 
theo z và ñ. 


b) Tính »_ theo ở và sinC. 


c) Dùng hai kết quả trên để chứng minh công thức 


q 
l : Hình 10 
= : ab sinC”. 


d) Dùng định lí sin và kết quả ở câu c) để chứng minh công thức ,$ = = . 


®) Cho tam giác 415C có BC = a, AC= b, 1B= c và 
(¡; r) là đường tròn nội tiếp tam giác (Hình I1). 
a) Tính diện tích các tam giác !5C, !AC, 14B 
theo r và a. Ö, c. 
b) Dùng kết quả trên đề chứng minh công 
thức tính diện tích tam giác 4BC: 

_ r(a+b+c) 

——>—#. 


Hình 11 


5 


Bằng cách áp dụng các hệ thức lượng trong tam giác, ta có thê tìm thêm được nhiều công 
`". ¬ à : : _.. X.. sào | 
thức tính diện tích tam giác. Ví dụ: Thay h„ = c. sinðB vào công thức tính diện tích S= ` ah „ 
| 
ta được Š = 2 ac sinÖ. 


Cho tam giác 45C. Ta kí hiệu: 

«ñh..,h,,h_ là độ dài các đường cao lần lượt ứng với các cạnh 5C, C4, AB. 
+ # là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác. 

+ r là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác. 

* p là nửa chu vi tam giác. 

* ŠS là diện tích tam giác. 


Ta có các công thức tính điện tích tam giác sau: 


TẾ 1 AI SỐ ốc... 
LÑ vi ng mại: men 2/8 m2 * 2) S= —absinC = — bcsinA = — acsinÖ; 
V AI” ve ó7. .> 2 nã g4 
abc 
3=: 4) S=pr; 


3)5= X p(p—a)(p—b)(p—c) (công thức Heron). 


Ví dụ 3 
Cho tam giác 48C có a=2x3,b=2 và €=30°. 


a) Tính diện tích tam giác 4BC.. 
b) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác 4B8C. 


Giải 


a) Áp dụng công thức Š= súb sinC, ta có: 


š =2-2V3.2.sin30” =2-2/3.2.-= x3 17. 


b) Áp dụng định lí côsin, ta có: e° =a”+b°—2abcosC=12+4-—2. 2-4/3.2. Sa 
Suy ra c = 2. 
Áp dụng định lí sin, ta có: ® = Z = < = "¬ = 
2.sinC. 2.sin30” „ ¿ 
š¿ 


Ví dụ 4 

Cho tam giác 4BC có các cạnh a = 30, b = 26, c = 28. 

a) Tính diện tích tam giác 4BC.. 

b) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp và bán kính đường tròn nội tiếp tam giác 4ĐC. 
Giải 

a) Ta có p= h .(30 + 26 + 2§)= 42. 


Áp dụng công thức Heron, ta có: 


= 4'p(p —đ)}(p—b)(p—c) = 2|42(42 -30)(42 - 26)(42 - 28) = 336. 


abc _ 30.26.28 


,  _ qŨc " ` 
BỊ HỆ Hộ GỊ lap VY TẾ tho 2.336 =1ó,25. 
TỢ TP T7... Ta co con TQ 
p 32 


Tính diện tích tam giác 48C và bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác 4ÖC trong các 
trường hợp sau: 


a) Các cạnh b= 14,e= 35 và 4 =60°; 
b) Các cạnh a = 4, b = 5,c = 3. 


Ca Tính diện tích một cánh buồm hình tam giác. Biết 
cánh buồm đó có chiều dài một cạnh là 3,2 m và hai 
góc kê cạnh đó có số đo là 4§8° và 105°(Hình 12). 


Hình 12 


| BÀI TẬP TẬP 


1. Tính độ dài cạnh x trong các tam giác sau: 


x 


x 
_ 
5 
xế 
_ 
3 
b) 
Hình 13 
2. Tính độ dài cạnh c trong tam giác 48C ở Hình 14. 
B 
€ 
\ 
C 12 A 


Hình 14 


3. Cho tam giác 415C, biết cạnh a = 152, B= 79", Fãi =6”. Tính các góc, các cạnh còn lại và 
bán kính đường tròn ngoại tiếp của tam giác đó. 


4. Một công viên có dạng hình tam giác với các kích thước như Hình 15. Tính số đo các góc 
của tam giác đó. 


&$00 m 
Hình 15 


Š... Tính diện tích một lá cờ hình tam giác cân có độ dài cạnh bên 
là 90 cm và góc ở đỉnh là 35°. 


6. Cho tam giác 48C có 4B =6, AC = § và 4 =60°. 
a) Tính diện tích tam giác 4BC. 
b) Gọi 7 là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 4ÖC. Tính điện tích tam giác BC. 

7. Cho tam giác 48C có trọng tâm Œ và độ dài ba cạnh 45, 8C, C4 lần lượt là 15, 18, 27. 
a) Tính diện tích và bán kính đường tròn nội tiếp tam giác 4C. 
b) Tính diện tích tam giác GĐ5C. 

8. Cho , là đường cao vẽ từ đỉnh 4, # là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác 4ðC. 
Chứng minh hệ thức: h„= 2RsinBsinC.. 

9.. Cho tam giác 4BC có góc B nhọn, 4D và C# là hai đường cao. 


Sgp, _ BD.BE 
Ss¿c  BA.BC” 


Hình 16 


a) Chứng minh 
b) Biết rằng Š,„.= 9S„„„ và DE = 22/2. Tính cosð và bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 
giác 4BC. 


10. Cho tứ giác lồi 48CD có các đường chéo 4C = x, 8D = y và góc giữa 4C và BD bằng d. 
Gọi Š là diện tích của tứ giác 4BC?D. 


a) Chứng minh Š= 23ysind. 
b) Nêu kết quả trong trường hợp 4C L 8D. 


Bài 3. Giải tam giác và ứng dụng thực tế 


Từ lchoá: Giải tam giác; Các yếu tố xác định tam giác. 


Với số liệu đo được từ một bên bờ sông như hình vẽ 
bên, bạn hãy giúp nhân viên đo đạc tính khoảng 
cách giữa hai cái cây bên kia bờ sông. 


1. Giải tam giác 


Giải fam giác là tìm sô đo các cạnh và các góc còn lại của tam giác khi ta biệt được các 
yêu tô đủ đê xác định tam giác đó. 


Để giải tam giác, ta thường sử dụng một cách hợp lí các hệ thức lượng như: định lí sin, định lí côsin 
và các công thức tính diện tích tam giác. 

Ví dụ 1 

Giải tam giác 48C trong các trường hợp sau: 

a) 4B =85, AC = 95 và 4 = 40°: 

b) 4B = 15, AC = 25 và BC = 30. 

Giải 

Đặt a = BC, b = AC, c = AB. 

a) Ta cần tính cạnh z và hai góc B . E. 

Áp dụng định lí côsin, ta có: 

đa? = bˆ+cˆ— 2bccosA = 95* + 852 - 2.9585. cos40° x 3 878,38. 

Suy ra a*~4j3878,38 ~ 62,3. 

Áp dụng hệ quả định lí côsin, ta có: 
ga'+c—b ` 62,3'+85”- 95” 

2c  2.62/3.85 
Suy ra 8 = 78°38!, C ~180° —40° —78°38'= 619221. 


cosÖ = 


~ 0,197. 


b) Ta cần tính số đo ba góc A, B, ŒC. 
Áp dụng hệ quả của định lí côsin, ta có: 
b`+c-a ` 25+15-300_— 1 


=———= 4~93°49'. 


cos 4 = =—— 
2bc 2162203x'Ãc) 1Š 


có Sản 6G. 1.11... 
snÁ sin? sin93°49' sinB 


= B ~56°15', C ~180° — 93°49'— 56°15'= 29°56'. 


Áp dụng định lí sin, ta có: 


Đ Giải tam giác 418C trong các trường hợp sau: 
a)a= 17,4; B =44°30'; € = 64. b)ø=10;b=6; =8. 


2. Áp dụng giải tam giác vào thực tế 
Vận dụng giải tam giác giúp ta giải quyết rất nhiều bài toán trong thực tế, đặc biệt là trong 
thiết kế và xây dựng. 

Ví dụ 2 

Một đường hầm được dự kiến xây dựng xuyên 
qua một ngọn núi. Đề ước tính chiều đài của 
đường hầm, một kĩ sư đã thực hiện các phép đo 
và cho ra kết quả như Hình 1. Tính chiều đài của 
đường hầm từ các số liệu đã khảo sát được. 


... Hình 1 
Giải 


Áp dụng định lí côsin trong tam giác 4BC, ta có: 
AB” = CA” + CB”—2 . CA. CB. cosC = 388” + 212” — 2 . 388 . 212. cos82,4° ~ 173730. 


Suy ra 4B ~ ,jI73730 ~ 417 (m). 
Vậy đường hầm dài khoảng 417 m. 


Ví dụ 3 

Đề xác định chiều cao của một toà nhà cao 
tầng, một người đứng tại điểm M, sử dụng 
giác kế nhìn thấy đỉnh toà nhà với góc nâng 
ROA = §4?, người đó lùi ra xa một khoảng 
cách LAÄ⁄ = 49.4 m thì nhìn thấy đỉnh toà nhà 


VỚI Øóc nâng RPA = 78°. Tính chiều cao của p _ R 

toà nhà, biết răng khoảng cách từ mặt đất đến g 

ông ngăm của giác kê đó là PL =@M=l2m ;/ở44mp O 

(Hình 2). Hình 2 

Giải thích: Góc nâng là góc tạo bởi tia ngắm nhìn lên và đường nằm ngang. 
Giải 


Tacó PAO = AQR-— APR = 84" -78®)° = 6". 
Áp dụng định lí sin trong tam giác 4PÓ, ta có: 
AO _ PO —- 4Q _ PO Thi... 


sinP sinA sin78 °  sin6° sin 6° 


Trong tam giác vuông 4QÓR, ta có: 

PQ.sin 78°.sin8§4" _ 49,4.sin78”.sin 84” 
sin 6° sin 6° 

Vậy chiều cao của toà nhà là: 4Ó = 4R + RO x 460 + 1,2 = 461,2 (m). 


AR= AQ.sin84° = ~ 460 (m). 


Ví dụ 4 

Hai trạm quan sát ở hai thành phố Đà Nẵng và Nha Trang 
đồng thời nhìn thấy một vệ tinh với góc nâng lần lượt là 
75” và 60° (Hình 3). Vệ tinh cách trạm quan sát tại thành 
phó Đà Nẵng bao nhiêu kilômét? Biết rằng khoảng cách 
giữa hai trạm quan sát là 520 km. 


Giải Đà Nẵng Lônh 3 Nha Trang 
Gọi 4, 8, C lần lượt là các điểm biều diễn vị trí của thành phố Đà Nẵng, Nha Trang và 
vệ tinh. 
Ta có: C_= 180°— (60% + 75°) = 459. 
Áp dụng định lí sin trong tam giác 4BC, ta có: 

AB .sinB 20. sin609 

AC = _SI _ 520.sin60  637›(làm). 
sinC sin459 


Vậy vệ tinh cách trạm quan sát tại thành phố Đà Nẵng khoảng 637 km. 


Ví dụ 5 


Hãy giải bài toán nêu ra trong hoạt động khởi động của bài. Z“ 


Giải Hình 4 


Gọi vị trí của người đo đạc đứng là điểm 4 và gọi 8, C lần lượt là vị trí hai cái cây bên 
kia sông. Ta có tam giác 48C với 4C = 100 m; 48 = 75 m và 4 = 32°. 

Áp dụng định lí côsin trong tam giác 4ÖC, ta có: 

BC = AC + AB —2.. AC. AB. cos4 = 100” + 75”— 2. 100. 75 . cos32° ~ 2904,3. 


Suy ra 8C x A2 904,3 ~ 53,9 (m). 
Vậy hai cái cây bên kia sông cách nhau khoảng 53,9 m. 


Hai máy bay cùng cất cánh từ một sân bay nhưng 
bay theo hai hướng khác nhau. Một chiếc di 
chuyên với tốc độ 450 km/h theo hướng tây và 
chiếc còn lại di chuyền theo hướng lệch so với 
hướng bắc 25° về phía tây với tốc độ 630 km/h 
(Hình 5). Sau 90 phút, hai máy bay cách nhau bao 
nhiêu kilômét? Giả sử chúng đang ở cùng độ cao. 


@ Trên bản đồ địa lí, người ta thường Châu Đôc 


gọi tứ giác với bốn đỉnh lần lượt 

là các thành phố Hà Tiên, Châu 

Đốc, Long Xuyên, Rạch Giá là tứ 

giác Long Xuyên. Dựa theo các 

khoảng cách đã cho trên Hình ó6, Gị 
tính khoảng cách giữa Châu Đốc Hà Tiên 
và Rạch Giá. 


Long Xuyên 


Rạch Giá 
Hình 6 


| BÀITẬP TẬP 


1. 


Giải tam giác 4BC trong các trường hợp sau: 
a) AB = 14, AC=23, 4 =125°; b) 8C=22, B =64°, C =38°: 


c) AC=22, 8 =120°, € =28°; đ) AB = 23, AC =32, BC = 44. 


Đề lắp đường dây điện cao thế từ vị trí 4 đến vị trí Ö, 
do phải tránh một ngọn núi nên người ta phải nối 
đường đây từ vị trí 4 đến vị trí C đài 10 km, sau 
đó nói đường dây từ vị trí C đến vị trí 8 dài § km. 
Góc tạo bởi hai đoạn dây 4C và €7 là 70”. Tính 
chiều dài tăng thêm vì không thê nối trực tiếp 
từ 44 đến Ö. 


Một người đứng cách thân một cái quạt gió l6 m 
và nhìn thấy tâm của cánh quạt với góc nâng 56,5° 
(Hình §). Tính khoảng cách từ tâm của cánh quạt 
đến mặt đất. Cho biết khoảng cách từ mắt của người 
đó đến mặt đất là 1,5 m. 


Hình 8 


4. Tính chiều cao 4ð của một ngọn núi. Biết tại hai điểm C, D cách nhau I km trên mặt đất 
(B. C, D thăng hàng), người ta nhìn thấy đỉnh 4 của núi với góc nâng lần lượt là 32° và 40° 
(Hinh 9). 


A 


32 `) 


€ 1km? B 


Hình 9 
5... Hai người quan sát khinh khí cầu tại hai địa điểm P và Ó 
nằm ở sườn đôi nghiêng 32° so với phương ngang, cách 
nhau 60 m (Hình 10). Người quan sát tại P xác định góc 
nâng của khinh khí cầu là 62°. Cùng lúc đó, người quan 
sát tại Ó xác định góc nâng của khinh khí cầu đó là 70°. 
Tính khoảng cách từ @ đến khinh khí cầu. man 


6. Một người đứng ở trên một tháp truyền hình cao 352 m so 
với mặt đất, muốn xác định khoảng cách giữa hai cột mốc 
trên mặt đất bên dưới. Người đó quan sát thấy góc được 
tạo bởi hai đường ngắm tới hai mốc này là 43°, góc giữa 
phương thăng đứng và đường ngắm tới một điểm mốc trên 
mặt đất là 62° và đến điểm mốc khác là 54°(Hình 11). Tính 
khoảng cách giữa hai cột mốc này. 


Hình 11 


1. Cho tam giác 4BC.. Biết a = 49.4; b= 26.4; 3. Cho tam giác 4BC có a =8, b= 10,c= 13. 
€ =47°20'. Tính hai góc 4, 8 vàcạnhc.  a) Tam giác 48C có góc tù không? 
b) Tính độ dài trung tuyến 4M, diện tích 


"..- sẽ tam giác và bán kính đường tròn ngoại tiếp 
c = 15. Tính các góc 41, B, C. tam giác đó. 


2. Cho tam giác 4BC. Biết a = 24, b = 13, 


e) Lấy điểm D đối xứng với 4 qua C. Tính 
độ dài 5D. 


th 


Tính: 


a) Cạnh a và các góc 8, C'; 
b) Diện tích tam giác 415C; 


c) Bán kính đường tròn ngoại tiếp và đường 
cao 4H của tam giác. 


. Cho hình bình hành 41B8CD. 


a) Chứng minh 2(4B8° + BC”) = AC” + BD. 
b) Cho 4B = 4, BC =5, BD =7. Tính AC. 
Cho tam giác 4BC có a = l5, b = 20, 
c= 25. 

a) Tính diện tích tam giác 45C. 


b) Tính bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 
giác 41BC. 


. Cho tam giác 48C. Chứng minh rằng: 
R(a°+b? +) 
cot4 + cot + cot{ = —————-. 
abc 


- Tính khoảng cách 47 giữa hai nóc toà cao ôc. 


Cho biết khoảng cách từ hai điêm đó đến 
một vệ tinh viễn thông lần lượt là 370 km, 
350 km và góc nhìn từ vệ tinh đến 4 và 8 
là 2,1. 


Hình 1 


. Cho tam giác 48C có A4=l20 .b=§,c=5. 9. Hai chiếc tàu thuỷ P và @ cách nhau 


300 m và thăng hàng với chân Ö của tháp 
hải đăng 4ð ở trên bờ biển (Hình 2). Từ P 
và Ó, người ta nhìn thấy tháp hải ải đăng AB 
dưới các góc BPA=35° và BỌA = 48". 
Tính chiều cao của tháp hải đăng đó. 


"nx Fe) k 48° 
m 300m “O 


Hình 2 


10. Muôn đo chiêu cao của một ngọn tháp, người 


ta lấy hai điểm 44, 8 trên mặt đất có khoảng 
cách 4B = 12 m cùng thăng hàng với chân C 
của tháp đề đặt hai giác kế. Chân của hai giác 
kế có chiều cao là # = 1,2 m. Gọi D là đỉnh 
tháp và hai điểm 44,, 8, cùng thăng hàng với 
C, thuộc chiều cao CD của tháp. Người ta đo 
được D⁄44C¡ =49°, DB,C, =35°. Tính chiều 
cao C7) của tháp. 


Chương Ứ..'.: 9+, 


Trong chương V, chúng ta sẽ tìm hiểu về vectơ và các phép toán liên quan đến vectơ như: tổng và hiệu hai vectơ, 
tích của một số với một vectơ, tích vô hướng của hai vectơ. Chúng ta cũng sẽ học cách vận dụng các phép toán về 
vectơ vào việc giải toán cũng như trong các hoạt động thực tiễn và các môn học có liên quan. 


Trong một máy đo vận tốc gió (Anemometer), độ lớn của vận tốc được đo bằng số vòng quay thiết bị hình chảo 
và hướng gió được biểu diễn bởi hướng của mũi tên. 


Học xong chương này, bạn có thể: 


- Nhận biết được khái niệm vectơ, vectơ bằng nhau, vectơ-không. Biểu thị được 
một số đại lượng trong thực tiễn bằng vectơ. 

- Thực hiện được các phép toán trên vectơ (tổng và hiệu hai vectơ, tích của một 
số với một vectơ) và mô tả được những tính chất hình học (ba điểm thẳng hàng, 
trung điểm của đoạn thẳng, trọng tâm của tam giác, ...) bằng vectơ. 

- Thực hiện được phép toán tính tích vô hướng của hai vectơ và mô tả được những 
tính chất hình học bằng tích vô hướng. 

- Sử dụng được vectơ và các phép toán trên vectơ để giải thích một số hiện tượng 
có liên quan đến Vật lí và Hoá học. Vận dụng được kiến thức về vectơ để giải một 
số bài toán hình học và một số bài toán liên quan đến thực tiễn. 


ME so 


Bài 1. Khái niêm vectơ 


Từ lchoá: Đại lượng vô hướng; Đại lượng có hướng; Điểm đầu; Điểm cuối; Ngọn; Giá; 
Độ lớn; Vectơ đối. 


®) Chúng ta cần vectơ để biểu diễn các đại lượng có hướng. 


1. Định nghĩa vectơ 


® Trong thông báo: Có một con tàu chở 500 tấn hàng từ 
cảng 4 đến cảng Ö cách nhau 500 km. 


Bạn hãy tìm sự khác biệt giữa hai đại lượng sau: 


- Khối lượng của hàng: 500 tắn. 
— Độ dịch chuyên của tàu: 500 km từ 4 đến Ö. 


_-mỪnỪnỪnc 7ˆ. .11111)111111111111111111111111111 


Đại lượng vô hướng là đại lượng chỉ có độ lớn. Ví dụ: khối lượng, khoảng cách, nhiệt độ, ... 


Đại lượng có hướng là đại lượng bao gồm cả độ lớn và hướng. Ví dụ: độ dịch chuyên, lực, 
vận tốc, gia tốc,... 


Khi xác định một đại lượng vô hướng, ta chỉ cần mô tả độ lớn của nó. Ví dụ: Hàng trên tàu 
có khối lượng 500 tấn. 


Khi xác định một đại lượng có hướng, ta phải đề cập đến cả độ lớn và hướng của nó. Ví dụ: 
Con tàu có độ dịch chuyền dài 500 km theo hướng từ 44 đến Ö. 


Vecfơ là một đoạn thăng có hướng, nghĩa là đã chỉ ra điểm đầu và điểm cuối. 


* Vectơ có điểm đầu 4, điểm cuối 8 được kí hiệu là 4, đọc là 
vectơ 4Ö (Hình 2). 


° Đường thăng đi qua hai điểm 4 và Ö gọi là giá của vectơ 4ÿ. 


s Độ dài của đoạn thăng AB gọi là độ dài của vectơ AB và được 
kí hiệu là L4øl. Như vậy ta có: L4B| = AB. 


Chú ý: Một vectơ khi không cân chỉ rõ điêm đâu và điệm cuôi 


có thê việt là a, 5, x, ÿ,... 


Ví dụ T 


Cho tam giác đều 48C có cạnh bằng 2 (Hình 4). Gọi #7 
là trung điểm của đoạn thăng ÖC. 


Tìm điêm đâu, điêm cuôi, giá và độ dài của các vectơ: 
CA, AH, BH. 


Giải 


AB 5 
A 
Hình 2 
... 
A 
Hình 3 
A 
2 
B H C 
Hình 4 


Vectơ C4 có điểm đầu là C, điểm cuối là 4 và có giá là đường thăng AC. 


Vectơ 4H có điểm đầu là 44, điểm cuối là # và có giá là đường thăng 4H. 


Vectơ 8H có điểm đầu là Ö, điểm cuối là # và có giá là đường thăng 87. 


Ta có: CA = 2, BH = 1, AH =¬^|AC?—CH? =^|4—1 =¬j3. 


Suy ra |C4| = 2, |BH| =1. Lan| = 2/2. 


— 


Tìm điêm đâu, điêm cuôi, giá và độ dài của các vectơ CH, 


Cho hình vuông 48CD có cạnh bằng hai 


đường chéo cắt nhau tại Ó (Hình 5). Tìm độ dài của 
các vectơ AC, BD, ÓA. AO. 


—— 


CB, 


HA trong Ví dụ 1. 


Hình 5 


2. Hai vectơ cùng phương, cùng hướng 


® Bạn có nhận xét gì về giá của các cặp vectơ AB và CD, PO và RS trong Hình 62 


T 


` . 
- - 
. ` 


”_ Hai vectơ được gọi là cùng phương nêu giá của chúng song song hoặc trùng nhau. 


Ví dụ 2 
Tìm các vectơ cùng phương trong Hình ó6. 

Giải 
Trong Hình 6, 4Ø và CD cùng phương vì có giá trùng nhau; PỞ và RS cùng phương 
VÌ có ølá song song. 
Chú ý: Trong Hình 6, hai vectơ AB và CD cùng phương và có cùng hướng đi từ trái sang 
phải. Ta nói AB và CD là hai vecfơ cùng hướng. Hai vectơ PO và RS cùng phương 
nhưng có hướng ngược nhau. Ta nói hai vectơ PO và RSŠ là hai vecfơ ngược hướng. 
Nhận xét: Hai vectơ cùng phương chỉ có thê cùng hướng hoặc ngược hướng. 
Ví dụ 3 


Tìm các lực ngược hướng trong số các lực tác động vào máy bay trong Hình 7. 


Hình 7 


Giải 


Quan sát hình 7, ta thấy lực nâng 7 ngược hướng với trọng lực ”; lực cản ể ngược hướng 


với lực đây đ. 


Ọ, Quan sát Hình § và gọi tên các vectơ: 


a) Cùng phương với vectơ X; 


b) Cùng hướng với vectơ đ; 


c) Ngược hướng với vectơ ¡. 


Hình 8 


Nhận xét: Ba điểm phân biệt 44, 8, C thăng hàng khi lại | | | lsị | Íc 


và chỉ khi hai vectơ 48 và 4C cùng phương. 


Hình 9 
Thật vậy, ta thây nêu ba điểm 44, 8, C thăng hàng thì hai vectơ AB và AC có giá trùng nhau 
nên chúng cùng phương. Ngược lại, nếu hai vectơ 48 và 4C cùng phương thì hai đường 
thăng 44 và 4C phải song song hoặc trùng nhau, hơn nữa hai đường thăng này lại có chung 
điểm 4 nên chúng phải trùng nhau. Vậy ba điểm 41, 8, C thăng hàng. 
$, Khăng định sau đúng hay sai? Hãy giải thích. 
Nếu ba điểm phân biệt 4, 8, C thăng hàng thì hai vectơ AB và AC cùng hướng. 


lv) 


3. Vectơ bằng nhau - Vectơ đối nhau ; 


4®. Cho hình bình hành 45C) (Hình 10), hãy so sánh 
độ dài và hướng của hai vectơ: 


— —— _— —. D . 
a) 41B và DC; b) 4D và CB. Hình 10 


Hai vectơ ä và b được gọi là bằng nhau 
nêu chúng cùng hướng và có cùng độ dài, 
kí hiệu đ=ð. 

Hai vectơ đ và b được gọi là đấi nhau 
nêu chúng ngược hướng và có cùng độ dài, 
kí hiệu đ=-—ð. Khi đó, vectơ Ð được gọi 
là wecfơ đối của vectơ đ. 


Si 


cm 


b) 


Hình 11 


Chú ý: 
a) Cho vectơ đ và điểm Ó, ta luôn tìm được một điểm 4 duy nhất # A 
aạ 


sao cho 4=. Khi đó độ dài của vectơ đ là độ dài đoạn Ó4, Z 
kí hiệu là |đ]. ÓO 


b) Cho đoạn thăng MN, ta luôn có NM =-MN. Hình 12 


Ví dụ 4 
a) Tìm trong Hình 10 hai cặp vectơ bằng nhau và hai cặp vectơ đối nhau. 


b) Cho điểm Ó là trung điểm của đoạn thăng 41. Tìm hai vectơ đối nhau. 


Giải 


a) Trong Hình 10, ta có: 48ð= DC, DA=CB, 


AD=-CB, DA=—AD. 


Hình 13 


b) Ta có O4=-—O# (Hình 13). 


®. Cho D, E, F lần lượt là trung điểm của các cạnh ÖC, 
C4, AB của tam giác 45C (Hình 14). 


a) Tìm các vectơ băng vectơ E#. 


b) Tìm các vectơ đôi của vectơ C.. 


4. Vectơ-không 
Ta biết rằng mỗi vectơ hoàn toàn được xác định khi biết điểm đầu và điểm cuối của nó. 


Với một điềm 41 bât kì, ta quy ước có một vectơ đặc biệt mà điêm đâu và điêm cuôi đêu là A4. 


Vectơ đó được kí hiệu là 44 và gọi là vectơ-không (có gạch nói giữa hai từ). 


Vectơ có điềm đầu và điểm cuối trùng nhau gọi là vecfo-không, kí hiệu là 0. 
Chú ý: 
- Quy ước vectơ-không có độ dài bằng 0. 
— Vectơ-không luôn cùng phương, cùng hướng với mọi vectơ. 
— Mọi vectơ-không đều bằng nhau: 0= 44= 8B= CC =... với mọi điểm 4, 8, C,... 
— Vectơ đối của vectơ-không là chính nó. 
Ví dụ 5 
Cho đoạn thăng £Ƒ có độ dài bằng 2 và nhận A⁄ là trung điểm. 


ƒỶ.._ __—_ .  -.Ơ—- ---—.  DÐ""- -— 


b) Dùng kí hiệu 0 để biểu diễn các vectơ-không đó. 


— 


Giải 
a) Ta có các vectơ EE, MM , FF có điêm đâu và điêm cuôi trùng nhau nên chúng là 
vectơ-không. 


b) Ta viết Ú= EE = FF =MM. 


"“—“_.“Y=T> . --ÐẺ. ƒ--n , . ƒ- -=  -.— 


Tìm độ dài của các vectơ `, EE, EM, MAMM, FF trong Ví dụ Š. 


BÀI TẬP 


. 4) Bạn hãy tìm sự khác biệt giữa hai đại lượng sau: 


- Bác Ba có số tiền là 20 triệu đồng. 
— Một cơn bão di chuyên với vận tốc 20 km/h theo hướng đông bắc. 
b) Trong các đại lượng sau, đại lượng nào cần được biêu diễn bởi vectơ2 


Giá tiên, lực, thê tích, tuôi, độ dịch chuyên, vận tôc. 


. Cho hình thang 418C? có hai cạnh đáy là 4B và DC (Hình 15). A B 


Điểm Ä⁄ năm trên đoạn ĐC. 
a) Gọi tên các vectơ cùng hướng với vectơ AB. 


b) Gọi tên các vectơ ngược hướng với vectơ JDÀ. D M C 
Hình 15 


. Cho hình vuông 48CD có tâm Ó và có cạnh bằng z (Hình 16). 


Ji J2 A B 
a) Tìm trong hình hai vectơ băng nhau và có độ dài băng EDyiYE X ⁄ 


b) Tìm trong hình hai vectơ đối nhau và có độ dài bằng a2. s „ 

. Cho tứ giác 4BCD. Chứng minh rằng tứ giác đó là hình bình hành D là 
khi và chỉ khi 48 = DC. Hình 16 

. Hãy chỉ ra các cặp vectơ cùng hướng, ngược hướng, băng nhau trong Hình 17. 


6. Gọi Ó là tâm hình lục giác đều 48CDEF. 
a) Tìm các vectơ khác vectơ 0 và cùng hướng với vectơ ÓA. 


b) Tìm các vectơ bằng vectơ AB. 


7. Tìm các lực cùng hướng và ngược hướng trong số các lực đây được biểu diễn bằng các vectơ 
trong Hình 18. 


hi 


Hình 18 


Bạn có biết? 
VECTƠ TRONG VŨ ĐIỆU LOÀI ONG 


Vũ điệu loài ong hay điệu nhảy lúc lắc là một vũ điệu đặc biệt hình số § của ong mật. 
Những con ong đã tìm được nguồn thức ăn thành công sẽ thực hiện vũ điệu này để chia sẻ 


thông tin cho các thành viên khác trong tô. Thông tin đó là một vectơ ØA⁄Z chỉ độ dịch 
chuyên từ tổ đến nơi có hoa. 


— Tia OM phân đôi đường số 8 trong vũ điệu chỉ hướng của vectơ. 


— Thời gian múa sẽ tỉ lệ thuận với độ lớn của vectơ (khoảng cách từ tô đên nơi có hoa). 


Như vậy có thê nói loài ong cũng biệt biêu diễn vectơ thông qua một điệu múa. 


(Nguồn: https://en.wikipedia.org/wiki/Round dance honey bee) 
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Bài 2. Tổng và hiệu của hai vectơ 


Từ lchoá: Tổng của hai vectơ; Hiệu của hai vectơ; Quy tắc ba điểm; Quy tắc hình bình hành. 


Một kiện hàng được vận chuyển từ điểm 4 đến điểm ð rồi lại được vận chuyển từ điểm B 
đến điểm £C. Tìm vectơ biểu diễn tổng của hai độ dịch chuyển: AB + BC. 


1. Tổng của hơi vectơ 


® Một rô bót thực hiện liên tiếp hai chuyền động có «+ E 
độ dịch chuyên lần lượt được biểu diễn bởi hai vectơ y 
AB và BC (Hình 1). Tìm vectơ biểu diễn độ dịch 


chuyên của rô bôt sau hai chuyên động trên. 


Cho hai vectơ đ và ð. Từ một điểm 4 tuỳ ý, lấy hai A 

điểm B, Csao cho 4B=ä, BC =b. Khi đó 4C được ä - 
gọi là đổng của hai vecftơ ä, b và được kí hiệu là ä B D 
a+b. Hình 2 


—_—-—=+ 


Vậy ä+b = AB + BC = AC. 


Phép toán tìm tông của hai vectơ còn được gọi là phép cộng vecfơ. 
Từ định nghĩa tổng của hai vectơ, ta suy ra quy tắc cộng vectơ sau đây: 


Quy tắc ba điểm M 


Với ba điểm Ä⁄, N, P, ta có: MN +NP = MP. 


N Hình 3 
Chú ý: Khi cộng hai vectơ theo quy tắc ba điểm, điểm cuối của vectơ thứ nhất phải là 
điểm đầu của vectơ thứ hai. 


Ví dụ 1 
Cho các điểm E, Ƒ, Œ, H, K. Thực hiện các phép cộng vectơ: 


¬— ——————— ———— .—— ——— 


EF+FH:; FK +KC; EH + HE. 
Giải 
Áp dụng quy tắc ba điểm, ta có: 
EF+FH=EH; FK+KG=FG: EH+HE=EE =0. 


4® Cho hình bình hành 48CD (Hình 4). 


Chứng minh rằng AB+ AD = AC. 


Từ /Ô, ta suy ra quy tắc cộng vectơ sau đây: 


Quy tắc hình bình hành 


©: 
Nếu O4BC là hình bình hành thì ta có Ø4+ OC = O8. 


Ví dụ 2 


Tìm tông của hai vectơ đ và ở trong Hình 6. 
Giải 


Ta có: ä= AB, b= AD, Suy ra ä+b= AB + 4D. 


Theo quy tắc hình bình hành, ta có AB + AD = AC. 
Vậy đ +Bb=AC. 


Chú ý: Đề áp dụng quy tắc hình bình hành, ta cần đưa bài toán tìm tổng hai vectơ về bài 
toán tìm tông của hai vectơ có chung điểm đầu. 


9®, Cho hình thang 48CD có hai cạnh đáy là 4B và DC. Chobiết ö = 4C+ CB; ð = DB + BC. 


œ 


Chứng minh hai vectơ đ và b cùng hướng. 


$®, Cho tam giác đều 48C có cạnh bằng a. Tìm độ dài của vectơ AB+ AC. 


30 km/h 

đà Một máy bay có vectơ vận tốc chỉ theo hướng bắc, vận tốc giÓ là 
một vectơ theo hướng đông như Hình 7. Tính độ dài vectơ tông 
của hai vectơ nói trên. 


150 km/h 


Co Hai người cùng kéo một con thuyền với hai lực Hình 7 
FE_=ØA, F, =OB có độ lớn lần lượt là 400 N, 
600 N (Hình 8). Cho biết góc giữa hai vectơ là 
60”. Tìm độ lớn của vectơ hợp lực F là tông 


của hai lực #¡ và #. 


2. Tính chất của phép cộng các vectơ 


4® Cho ba vectơ đ, ð, € được biêu diễn như 
Hình 9. Hãy hoàn thành các phép cộng 
vectơ sau và so sánh các kết quả tìm được: 


a) ä+b = AB + BC =[. 
b+ä=AE+EFC=I 


b) (äđ+B)+ =(4B+ BC)+CD= 4C+CD =Ÿ. 
ä+(b+ẽ)= 4B+(BC+CD) = 4B+ BD-Ñ 


Phép cộng vectơ có các tính chât sau: 


- Tính chất giao hoán: đ+b =b + 
- Tính chất kết hợp: (đ+)+=ä+(ð +}; 
* Với mọi vectơ đ, ta luôn có: ä+0=0+ä=ä. 


Chú ý: Từ tính chất kết hợp. ta có thê xác định được tông của ba vectơ Z, Ð, ể, kí hiệu 
là đ+b +ể với đ+b+£= (ä+b)+ẽ. 


Ví dụ 3 
Cho tứ giác 48C D. Thực hiện các phép cộng vectơ sau: 
a) (4B+C4)+ BC: b) 4B+CD+ BC+ DA. 


Giải 


Áp dụng tính chất giao hoán và kết hợp của phép cộng vectơ, ta có: 
a) (4B+C4)+ BC = (CA4+ 4B)+ BC = CB + BC = CC =Ö. 


b) AB+CD+ BC+ DA= AB+ BC+CD+ DA= 4A =0. 


®, Cho hình vuông 48CD có cạnh băng 1. Tính độ dài của các vectơ sau: 


a) ä=(AC+BD)+CB; b) đ= 4AB+ AD+ BC + DA. 


Chú ý: Cho vectơ tuỳ ý ä= 48. _—.ỐDỐ 
B 


Ta có ä+(-ä)= AB+ BA= AA=0. A Hình 10 


Tổng hai vectơ đối nhau luôn bằng vecto-không: ä +(—) = 0. 


3. Hiệu của hai vectơ 


4®. Tìm hợp lực của hai lực đối nhau ` và —Ƒ' (Hình 1]). 


Hình 11 


Cho hai vectơ đ và b. Hiệu của hai vecfØ ä và b là vectơ 


ä+(-ð) và kí hiệu đ—b. 


^/i 


Hình 12 


Phép toán tìm hiệu của hai vectơ còn được gọi là phép frừ vecfơ. 
Ví dụ 4 
Cho các điểm M⁄, N, P, Ó. Thực hiện các phép trừ vectơ sau: MN -PN: PM - PÓ. 


Giải 


Ỷ._..PDP Ằƒ_“_—. .-_.Ề.._- yEC . ẶT. DO --~'  - --<}y 


PM - PQ= PM +QP =QP+ PM =QM. 


Chú ý: 
Cho ba điềm OÓ, 4, Ö, ta có: OB-OÄ= AB. 
Q@ 
Hình 13 
Cho hình vuông 48C có cạnh băng Ï và một điêm Ó) tuỳ ý. 
Tính độ dài của các vectơ sau: 
a) đ=OB—OD; b) b=(OC—O4)+(DB8- DC). 


4. Tính chất vectơ của trung điểm đoạn thẳng và trọng tâm tam giác 


®) a) Cho điểm AM là trung điểm của đoạn thăng 48. Ta đã biết MB =—MA= AM. 
Hoàn thành phép cộng vectơ sau: MA+ MB = MA+ AM = MM = lữ 
A M B 


Hình 14 
b) Cho điểm Œ là trọng tâm của tam giác 48C có 
trung tuyến 47. Lẫy D là điểm đối xứng với G qua Ï. 
Ta có 8ŒGC?D là hình bình hành và Œ là trung điểm 
của đoạn thăng 4D. Với lưu ý rằng GB+ŒC =ŒD 
và G4= DŒG, hoàn thành phép cộng vectơ sau: 


G4A+GB+GC = GA+GB = DG+GDB =- DD-Ñ 


Hình 15 


Người ta chứng minh được các tính chất: 


I Điểm 1 là trung điểm của đoạn thăng 4# khi và chỉ khi Ä⁄4+ Ä⁄ =0. 
Điểm Ó là trọng tâm của tam giác 48C khi và chỉ khi G4+@8+@C =0. 


Ví dụ 5 
Cho tứ giác 48CD có !, J lần lượt là trung điểm của 4ð, CD và Ó là trung điểm của /J. 
Chứng minh 24+@8+@€ +ÓD =0, 
Giải 

Do 7, J, Ó lần lượt là trung điểm của 4ð, CD và JJ nên: 

IẢ+1IB=0; JC+JD=0; OÏ +OJ =0, 
Ta có: O4+@B+OC+(OD =(OI + 14) + (OI + IB)+(ÓJ +JC)+ (O7 +JD) 

=(OI +OJ)+(IA+ IB)+(OI +OJ)+(JC+JD) 


®. Cho hình bình hành 48CD có tâm O. Tìm ba điểm Ä⁄, N, P thoả mãn: 


a) MA+ MD + MB =0; b) ND+NB+NC =0: c) PM + PN =0. 


EMMAANT CC 5 


. Cho hình bình hành 48CD có OÓ là giao điểm hai đường chéo và một điểm 4⁄ tuỳ ý. Chứng 
minh rằng: 
a) BA+ DC =0; b) M⁄4+ MC = MB + MD. 


—_ 


t» 


. Cho tứ giác 4BCD, thực hiện các phép cộng và trừ vectơ sau: 
a) AB+ BC+CD+ DA; b) 48- AD; c) CB—CD. 


3. Cho tam giác đều 48C cạnh băng a. Tính độ dài của các vectơ: 


a) BA+ AC; b) AB+ AC: c) B4- BC. 
4. Cho hình bình hành 48CD có Ó là giao điểm hai đường chéo. Chứng minh rằng: 
a) 4—OB =QOD-—OC; b) 4-Ø8+DC =0. 
Š. Cho ba lực F =ÌMA, F, = MB và E =MC cùng tác động vào một vật tại điểm Ä⁄ và vật đứng 


yên. Cho biết cường độ của F . F, đều là 10N và 4M = 90°. Tìm độ lớn của lực E,. 


6. Khi máy bay nghiêng cánh một góc œ. lực / của không 
khí tác động vuông góc với cánh và bằng tông của lực 
nâng F và lực cản F, (Hình 16). Cho biết œ = 30° và 
[F|= a. Tính IF; và I;| theo đ. 


~¬ 


. Cho hình vuông 48C? có cạnh bằng a và ba điểm G, H1, K thoả 
mãn: K4+ KC =0; GA+GB+ŒGC =0; HA+ HD + HC =0. 
Tính độ dài các vectơ KA, GH, 4G. 


8m 
1 
_—- 
— 


œ 


- Một con tàu có vectơ vận tốc chỉ theo hướng nam, vận tốc 
của dòng nước là một vectơ theo hướng đông như Hình 17. 
Tính độ dài vectơ tông của hai vectơ nói trên. 


30 km/h 


10 km/h 
Hình 17 


Bài 3. Tích của môt số với môt vectơ 


Từ ldhoá: Tích của một số với một vectơ; Tích của một vectơ với một số; 


Điều kiện cùng phương của hai vectơ. 


Ồ> XeB đi cùng hướng với xe A và có tốc độ gấp 2 lần xe A. 
Xe C đi ngược hướng với xe A và có tốc độ gấp 2 lần xe A. 


1. Tích của một số với một vectơ và các tính chất 


4® Cho vectơ đ. Hãy xác định độ dài và hướng của hai 
vectơ: +, (—đ)+(—đ) (Hình l1). 


Hình 1 


Cho sô & khác 0 và vectơ a khác 0. Tích của sô & với vectơ đ là một vectơ, kí hiệu 


là ka. 


Vectơ ka cùng hướng với đ nêu &> 0, ngược hướng với đ nêu &< 0 và có độ dài 


bằng |*|.|a|. 


Ta quy ước 0đ =0 và k0=0. 


Người ta còn gọi tích một sô với một vectơ là fích của một vectơ với một số. 


Ví dụ T1 
Cho tam giác 415C có Mí, N lần lượt là trung điểm các cạnh 


AB, AC (Hình 2). Tìm trong hình các vectơ bằng: 
2N; —_ 4B; ~2CN. 
Giải 


Ta có: 2MN = BC: ~5 4B = BM = Mi _2CN= 4E. 


Hình 2 


Cũng như phép nhân và phép cộng các số thực, người ta chứng minh được các phép toán trên 
vectơ có các tính chất sau: 


° u = = `. L$ ` LỆ .. Á ` Lạ 
Với hai vectơ đ và b bât kì, với mọi sô thực ở và &, ta có: 


k(ã+b)=kä+kb;: (h+k)ä = hã + kã: h(kä) = (hk)ä: 
l.4=a; (—1).4= 3ä. 
Ví dụ 2 
Thực hiện các phép toán vectơ sau: 
a) S( +); b) (x+2)đ; c) =3(4); đ) €—2ể. 
Giải 


Ví dụ 3 
Cho đoạn thăng 4 và một điểm Ä⁄ tuỳ ý. Chứng minh / là trung điểm của đoạn thắng 
AB khi và chỉ khi M⁄4+ MB =2MI. 
Giải 

Tacó Ä⁄4+MB=2MI © MI + IA+ MI + IB=2MI 

©2MI + IA + IB =2MI 

© IA+IB =0 

©I là trung điểm của đoạn thăng 4ð. 


LỊ 


Đ Cho hai vectơ đ, ® và một điểm A⁄Z như Hình 3. 
a) Hãy vẽ các vectơ 4N =3ä, MP=-3b. 


b) Cho biết mỗi ô vuông có cạnh bằng l. 


Tính: J2|. [32 |2z+2/| 


9, Cho tam giác 4BC. Chứng minh G là 
trọng tâm của tam giác 4BC khi và chỉ khi Hình 3 


MA + MB + MC = 3MG. 


& Một con tàu chở hàng 4 đang đi về hướng tây với tốc độ 
20 hải lí/giờ. Cùng lúc đó, một con tàu chở khách 8 "ˆ— 
đang đi về hướng đông với tốc độ 50 hải lí/giờ. Biêu - 
diễn vectơ vận tốc b của tàu Ö theo vectơ vận tốc đ ~ “a0 uiftraaea„ 


của tàu A. Hình 4 


2. Điều kiện để hai vectơ cùng phương 


4® Cho hai vectơ đ và Ð cùng phương, Ð khác 0 và cho ể= TP . So sánh độ dài và 
b 


hướng của hai vectơ đ và €. 


” Hai vectơ đ và b (b khác 0) cùng phương khi và chỉ khi có số & sao cho đ =&ö. 


Nhận xét: | 

Ba điểm phân biệt 4, 8, C thắng hàng khi và chỉ khi AL 4ABR_ BBClc 
có số & khác 0 để 4B = kAC. 4 

Cho tam giác 4ÖC có trung tuyến 4M. Gọi 7 là A 


trung điểm của 4 và K là điểm trên cạnh 4C 


| K 
sao cho CHIẾN Xa 
a) Tính B7 theo 84, BC. 
b) Tính BK theo BA, BC. B T C 
c) Chứng minh ba điểm Ö, 7, K thắng hàng. Hình 6 
Giải 

a) BÏ = B4+ 4Ï = BÄ+2 AM = BẢ+-(BM ~B4Ä) =2 BA+~ BC. q) 
b) BK = B4+ 4K = BÄ+2 AC= B4+2 (BC ~ BÄ)=5 B4+- BC. (2) 
c) Ta có: (1)—= 4BJ =2BA+ BC 

(2) 3BK =2BA+ BC 

. = 3c 
nên SG PTGS (3) 


Từ (3) ta suy ra ba điểm Ö, 7, K thăng hàng. 
Chú ý: Cho hai vectơ đ và b không cùng phương. Với mọi vectơ luôn tồn tại duy 


nhât cặp sô thực (0n; n) sao cho € = ma +nb. 


Đ, Cho tứ giác 48CD có 7 và J lần lượt là trung điểm của 4ð và CD. Cho điểm G thoả mãn 
GA+GB+ŒC +GD =0. Chứng minh ba điểm 7, Œ, J thăng hàng. 


BÀI TẬP 

1. Cho hình bình hành 48CD có O là giao điểm hai đường chéo. Với Ä⁄ là điểm tuỳ ý, chứng 
minh rằng: 
a) MA + MB + MC + MD =4MO; b) 4B+ 4AC+ 4D =2AC. 

2. Cho tứ giác 4BCD. Gọi M⁄ và N lần lượt là trung điểm các cạnh 48 và CD. Chứng minh rằng: 
a) AC+ BD=2MN b) 4C+ BD = BC + AD. 

3. Cho hai điểm phân biệt 4 và 8. Xác định điểm A⁄ sao cho Ä⁄4+4AB =0. 

4. Cho tứ giác 4BCD. Gọi È, F, G lần lượt là trung điểm của các đoạn thăng AB, CD, EF. 
Lấy điểm Ä⁄ tuỳ ý, chứng minh rằng MA + MB + MC + MD =4MG. 


5. Máy bay 4 đang bay về hướng đông bắc với tốc độ ạ 
600 km/h. Cùng lúc đó, máy bay 8 đang bay về hướng Bắc A 
, Ò,. zZ B 
tây nam với tôc độ §00 kmih. Biêu diễn vectơ vận tôc Ð ⁄Ì> 
của máy bay Ö theo vectơ vận tốc đ của máy bay A. Tây “QC Đông 
6. Cho hai điểm phân biệt 4 và Ö. Nam ; 


a) Xác định điểm Ó sao cho Ø4+3Ó# =0. 


ì s1 /`~z. =— Hình 7 
b) Chứng minh rằng với mọi điểm M, ta có M4+3ME =4MO. 4 


7. Cho tam giác 418C. 
a) Xác định các điểm M, N, P thoả mãn: MB = 25C, AN =3NB. CP = PA. 


b) Biểu thị mỗi vectơ MN : MP theo hai vectơ BC, BA. 
c) Chứng minh ba điểm Ä⁄, N, P thăng hàng. 


Bài 4. Tích võ hướng của hai vectơ 


Từ ldoá: Góc giữa hai vectơ; Tích vô hướng của hai vectơ. 


®) Tác dụng một lực F vào một vật và làm cho vật đó dịch chuyển theo vectơ d thì sẽ sinh 
ra một công là 4 được tính theo công thức: A=lF||dLcosØ, trong đó Ø là góc giữa hai 
vectơ F và d. 


1. Góc giữa hai vectơ Ạ B 


® Cho hình vuông 4BCD có tâm / (Hình I). N⁄ 
a) Tính /DC. 
b) Tìm hai vectơ cùng có điểm đầu là D và điểm cuối lần ZX 
lượt là 7 và C.. E.â 
# 


c) Tìm hai vectơ cùng có điểm đầu là Ð và lần lượt bằng Hình 1 
vectơ /8 và A1. 


Cho hai vectơ đ và ð đều khác 0. Từ một điểm Ø 
bất kì ta vẽ OA=ä, OB =b. 

Góc 4ÓB với số đo từ 0° đến 180° được gọi là góc 
giữa hai vecfØ ä và b. 


Ta kí hiệu góc giữa hai vectơ và 5 là (a. b ). 


Hình 2 


Nếu (đ, b) =90° thì ta nói rằng đ và 5 vuông góc 


với nhau, kí hiệu là đ L 5. 


Chú ý: 

- Từ định nghĩa ta có (đ, ð) =(ð, đ). 

- Góc giữa hai vectơ cùng hướng và khác Ö luôn bằng 0°. 

- Góc giữa hai vectơ ngược hướng và khác 0 luôn bằng 18§0°. 

— Trong trường hợp có ít nhất một trong hai vectơ đ hoặc Ø là vectơ 0 thì ta quy ước 


số đo góc giữa hai vectơ đó là tuỳ ý (từ 0° đến 1809). 


_ 


äb ẻ H 
“—————>> -—— 
(ä, b)=0° (¿, đ)=180° 
Hình 3 
Ví dụ 1 A B 


Cho hình vuông 48C?D có tâm 7 là giao điểm của hai đường chéo. 
Tìm các góc: 
9(B.48): %(B.): o(B.Đ8): ø(ñ.) “IỀN 
"ii 
D 


tải 
G Hình 4 


a) Ta có: DĨ = ]B, DC =AB, SUY ra (05. AB) =| DI, DCÌ= IDC =4". 


b) Ta có: /C = 4ï, suy ra trả 4i) = (18, 1Ẻ)= BIC = 90°. 
c) Do hai vectơ IB, DB cùng hướng nên ta có (1ø. DB) =0”. 


đ) Do hai vectơ 14, /C ngược hướng nên ta có (14, IC) = 180”. 


®, Cho tam giác đều 48C có HỞ/ là trung điểm của cạnh 8C. Tìm các góc: 
(45. 4e), (48, 5e). (4mi, 5e), (Bi, B€), (HB, 5€), 


2. Tích vô hướng của hai vectơ 


4® Một người dùng một lực F có cường độ I0N 
kéo một chiêc xe đi quãng đường dài 100 m. 
Tính công sinh bởi lực F, biết rằng góc giữa 
vectơ ` và hướng di chuyên là 45°. (Công 4A 
(đơn vị: J) bằng tích của ba đại lượng: cường độ 


của lực F, độ dài quãng đường và côsin của góc 


giữa hai vectơ F và độ dịch chuyển d ` 


I Cho hai vectơ đ và b đều khác 0. 
Tích vô hướng của ä và b là một sô, kí hiệu là đ.b, được xác định bởi công thức: 
ä.B =lã|.|bÌ.eos(ä, b). 


Chú ý: 

a) Trường hợp ít nhất một trong hai vectơ đ và b bằng 0, ta quy ước đ.ð =0. 

b) Với đ và Ð đều khác 0, ta có ä .L b © ä.b =0. 

c) Khi ä = ở thì tích vô hướng đ.P được kí hiệu là đ? và được gọi là bình phương vô hướng 
của vectơ đ. 


Ta có đ? =|ä|.||.eos0° = |aÏ. Vậy bình phương vô hướng của một vectơ luôn bằng bình 
phương độ dài của vectơ đó. 


Ví dụ 2 
Cho tam giác đều 48C có cạnh băng 4 và có đường cao 4H. Tính các tích vô hướng: 
a) AB. AC: b) AB.BC: c) AH .BC. 


9 


8, 
®) 


Giải 
_= | 


a) 4B. AC =|ABÌ.|ACÏ.cos( 4B. A Ì=4.4.cos60° Thọ ng 


b) AB.BC =|AB|.|BCÏ.cos( AB. BC] =4.4.cos120° =I6|~2]~~8i 
c) AH.BC =ÌA4H|.|BCÌ.cos( 4H. BC) = L4H|.|BCÌ.cos90° =0. 


Chú ý: Trong Vật lí, tích vô hướng của F và đ biểu diễn công 44 sinh bởi lực E khi thực 
hiện độ dịch chuyền ả.. Ta có công thức: 4= F.d. 

Cho tam giác 48C vuông cân tại 4, có cạnh huyền bằng TT 

Tính các tích vô hướng: AB.AC, AC.BC : BA.BC. 

Hai vectơ đ và Ð có độ dài lần lượt là 3 và 8 và có tích vô hướng là 124/2. Tính góc 
giữa hai vectơ đ và b. 

Một người dùng một lực F có độ lớn là 20 N kéo một vật dịch chuyền một đoạn 50 m 


cùng hướng với F. Tính công sinh bởi lực F. 


3. Tính chất của tích vô hướng 


Người ta chứng minh được các tính chất sau đây của tích vô hướng: 


Với ba vectơ đ, Ð, € bât kì và mọi sô &, ta có: 


ä.b=b.ä: ä.(B+ẽ)=ä.b+ä.ẽ: (kä).b =k(ä.B)= ä(kð). 
Ví dụ 3 
. : —\2 ` 
Ap dụng các tính chât của tích vô hướng, chứng minh răng: (Zã+b) =a?+2ã.b+Ô). 
Giải 


Ta có: (đ+b)? =(ä+b).(ä+b)=ä.ä+ä.b+b.ä+b.b 
=ä°+ä.b+ä.b+b?=ä?+2ä.b +b`. 
= "XỆ IW —=2 ^E L2 
Vậy (đ+ð) =a +2q.b+b.. 


Nhận xét: Chứng minh tương tự, ta cũng có: 


_— 


(3—B) =a?-2ãB+B°:  (ä+B).(ä-B)=ã?—B2. 


Ví dụ 4 
Cho tam giác 45C. Tính cạnh 44 theo hai cạnh còn lại và góc C.. 
Giải 
— — ——sˆ? — — — — 
Ta có 4B?= 4B = (C8-£4} = CBˆ + CAˆ -2CB.CA = CB? + CA? ~2CB.CA.cosC 


hay c° = a° + b*— 2be cosC.. 


Ÿ%, Cho hai vectơ 7, j vuông góc, cùng có độ dài bằng l. 
a) Tính: (ï + 7}; (— j)'; (+ j)~ j). 
b) Cho đ=2Ÿ+2ÿ, b =3 —37. Tính tích vô hướng đ.Đ và tính góc (đ, b). 

@ Phân tử sulfur dioxide (SO,) có cấu tạo hình chữ V, góc liên kết ØSO gần bằng 120”. 
Người ta biểu diễn sự phân cực giữa nguyên tử S với mỗi nguyên tử O bằng các vectơ H, 
và , có cùng phương với liên kết cộng hoá trị, có chiều từ nguyên tử S về mỗi nguyên 
tử O và cùng có độ dài là 1,6 đơn vị (Hình 6). Cho biết vectơ tông tỉ = , +„ được dùng 
đề biêu diễn sự phân cực của cả phân tử SO,. Tính độ dài của ÿ. 


1. Cho hình vuông 48CD có cạnh bằng a. Tính các tích vô hướng: 
AB.AD, AB.AC, AC.CB, AC.BD. 


2. Cho hình chữ nhật 4B8CD có tâm Ó và cho 4D = a, 4B = 2a. Tính: 
a) AB.AO: b) AB.AD. 
3. Cho ba điểm Ó, 4, 8 thăng hàng và Ø4 = a, OB = b. Tính tích vô hướng O4.OB trong hai 
trường hợp: 
a) Điểm Ó nằm ngoài đoạn thăng 4;  b) Điểm Ó năm trong đoạn thăng 4Ö. 
4. Cho đoạn thăng 4ð có Ó là trung điểm và cho điểm Ä⁄ tuỳ ý. Chứng minh rằng: 
MA.MB = MO” - O4È. 


Một người dùng một lực F có độ lớn là 90N làm một vật dịch chuyền một đoạn 100 m. Biết 


Sm 


lực hợp với hướng dịch chuyên một góc 60°. Tính công sinh bởi lực #. 


6. Cho hai vectơ có độ dài lần lượt là 3 và 4 và có tích vô hướng là -6. Tính góc giữa hai 


Bạn có biết? 
Tại sao muỗi và một số virus được gọi là những vectơ? 


Ta đã biết vectơ 4 có hướng từ 4 đến Ö. Trong Sinh học, vectơ dùng đề chỉ sinh vật truyền 
bệnh từ đối tượng 4 sang đối tượng Ö. Ví dụ muỗi là một vectơ của bệnh sốt xuất huyết. 


Vacxin vectơ sử dụng virus hoặc vi khuẩn đã được làm giảm độc lực đề đưa DNA vào 
trong tế bào cơ thể người. Từ “vectơ” là để ám chỉ các virus hoặc vi khuẩn đóng vai trò 
vật chủ. 

Trong tự nhiên, các virus bám vào tế bào và đưa vật chất di truyền 

của chúng vào trong tế bào. Trong phòng thí nghiệm, các nhà khoa 

học đã “lợi dụng” quá trình này đề bào chế vacxin. Cụ thể, các nhà 

khoa học đã tìm ra cách chèn thêm đoạn vật chất di truyền của vi sinh 


ị” 
vật khác vào đoạn øen của virus vô hại. Sau đó, virus sẽ mang DNA | `\ 
Lá kả t^ 
tới các tê bào trong cơ thê. | N 


Vacxin vectơ tái tô hợp mô phỏng quá trình nhiễm trùng tự nhiên, 
do đó có khả năng kích thích hệ miễn dịch rất hiệu quả. 
(Nguôn: https://en.wikipedia.org/wiki/Viral_ vector) 


3. Cho hình thoi 48CD có cạnh băng z và có 
góc 44 bằng 60°. Tìm độ dài các vectơ sau: 


B= AB+ AD: ñ = AB- AD; ÿ =2AB- AC. 


1. Cho ba vectơ ä, b, e đều khác vectơ 0. 
Các khăng định sau đúng hay sai? 
a) Nếu hai vectơ đ, ð cùng phương với € 
thì đ và ® cùng phương. 4. Cho hình bình hành 4BCD. Hai điểm AM 
b) Nếu hai vectơ đ, b cùng ngược hướng và N lần lượt là trung điểm của BC và 4D. 
với 6: tủ 8 và cùng hướng. Vẽ điểm # sao cho CE = AN (Hình ]). 
2. Cho hình chữ nhật 48C?D có Ó là giao điểm r _ C ` 
của hai đường chéo và 4B = a, BC = 3a. 
a) Tính độ dài của các vectơ AC, BD. 
b) Tìm trong hình các cặp vectơ đối nhau 


a^10 A N D 
2.7 


và có độ dài băng 


. 


Hình 1 


a) Tìm tông của các vectơ WC và MC : 
AM và CD: AD và NC. 
b) Tìm các vectơ hiệu: 
NC-MC; AC-BC, A4B- ME. 
c) Chứng minh 4M + 4N = 48+ AD. 
. Cho đ, ở là hai vectơ khác vectơ Ú. Trong 


trường hợp nào thì đăng thức sau đúng? 


a) |ä+Z|=|a|+|ð 


b) |ä+5|=|ä-|. 


. Cho lá +B|=0. So sánh độ dài, phương và 


hướng của hai vectơ đ và Ð. 


. Cho bốn điểm 4, 8, C, D. Chứng minh 
răng 4#=(CD khi và chỉ khi trung điểm 
của hai đoạn thăng 4D và 8C trùng nhau. 


. Cho tam giác 418C. Bên ngoài tam giác vẽ 
các hình bình hành 4B/, BCPO, CARS. 


Chứng minh rằng RJ + /@+ PS =Ũ. 


. Một chiếc máy bay được biết là đang bay 
về phía bắc với tốc độ 45 m/s, mặc dù 
vận tốc của nó so với mặt đất là 38 m/s 
theo hướng nghiêng một góc 20° về phía 
tây bắc (Hình 2). Tính tốc độ của gió. 


10. Cho tam giác đều 48C có Ó là trọng tâm 


và M⁄ là một điểm tuỳ ý trong tam giác. Gọi 
D, E, F lần lượt là chân đường vuông góc 
hạ từ A⁄ đến 8C, AC, 4B. Chứng minh rằng 


MB + ME + ME = ŠMG. 


11. Một xe goòng được kéo bởi một lực F 


có độ lớn là 50 N, di chuyền theo quãng 
đường từ 4 đến Ö có chiều dài 200 m. Cho 
biết góc giữa # và 4ð là 30°và # được 
phân tích thành hai lực #j, #; (Hình 3). 
Tính công sinh bởi các lực , #; và E. 


Hình 3 


12. Một chiếc thuyền có gắng đi thắng qua một 


con sông với tôc độ 0,75 m/s. Tuy nhiên, 

dòng chảy của nước trên con sông đó chảy 

với tôc độ 1,20 m/s vê hướng bên phải. Gọi 

v,, V,, lân lượt là vận tôc của thuyên so 

với dòng nước, vận tôc của dòng nước so 

với bờ và vận tôc của thuyên so với bờ. 

a) Tính độ dài của các vectơ w,, V,, V. 

b) Tôc độ dịch chuyên của thuyên so với 
bờ là bao nhiêu? 

c) Hướng di chuyên của thuyên lệch một 
góc bao nhiêu so với bờ? 


Hình 4 


Chương VIRII!)()Ì! (61s 


Phân THỐNG KÊ VÀ XÁC SUẤT 


Các số đặc trưng cung cấp thông tin quan trong, hữu ích về mẫu số liệu. Nội dung chính của chương này là giới thiệu 
ý nghĩa, cách tính các số đặc trưng đo xu thế trung tâm và mức độ phân tán của một mẫu số liệu. Ta cũng sẽ tìm hiểu 
về số gần đúng, sai số và một số phương pháp phát hiện dữ liệu không chính xác. 
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Học xong chương này, bạn có thể: 
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Ảnh: Hoàng Long 
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Nguôn: hffp:/Awww.Csis.0rg 


- Hiểu được khái niệm số gần đúng. Tính được sai số tuyệt đối, sai số tương đối. 


- Xác định được số gần đúng của một số và xác định được số quy tròn của số gần đúng 


với độ chính xác cho trước. 


- Phát hiện và lí giải được số liệu không chính xác dựa trên mối liên hệ toán học đơn giản 


giữa các số liệu đã được biểu diễn trong nhiều ví dụ. 


- Tính được số đặc trưng đo xu thế trung tâm của mẫu số liệu: số trung bình cộng (hay số 


trung bình), trung vị, tứ phân vị và mốt. 


- Tính được số đặc trưng đo mức độ phân tán của mẫu số liệu: khoảng biến thiên, khoảng 


tứ phân vị, phương sai, độ lệch chuẩn. 


- Giải thích được ý nghĩa và vai trò của các số đặc trưng nói trên của mẫu số liệu trong 
thực tiễn và chỉ ra được những kết luận nhờ ý nghĩa của các số đặc trưng nói trên của 


mẫu số liệu trong trường hợp đơn giản. 
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Bài 1. Số gần đúng và sai số 


Từ lhoá: Số gần đúng; Sai số tuyệt đối; Sai số tương đối; Độ chính xác; Số quy tròn. 


®) Số x đóng vai trò quan trọng trong thực tế cuộc sống cũng như trong khoa học kĩ thuật. 
Nó là một số vô tỉ nên không thể viết chính xác giá trị của nó bằng số thập phân. Trong các 
tính toán liên quan đến 7, tuỳ vào độ chính xác đặt ra mà người ta sử dụng số quy tròn của 7 
đến hai hay nhiều chữ số hơn ở hàng thập phân. Các số quy tròn này là các số gần đúng của rr. 
Trong bài này chúng ta sẽ học cách tính sai số tuyệt đối, sai số tương đối và xác định số quy 
tròn của số gần đúng với độ chính xác cho trước. 


1. Số gần đúng 


® Hãy đo chiều dài của bàn học bạn đang sử dụng. 


Trong thực tế cuộc sống cũng như trong khoa học kĩ 
thuật, có nhiều đại lượng mà ta không thê xác định 
được giá trị chính xác. Ví dụ như chiều cao của một 
cây dừa hay tốc độ của một chiếc máy bay tại thời 
điêm nào đó. Mỗi dụng cụ hay phương pháp đo khác 
nhau có thể sẽ cho ra các kết quả khác nhau. Vì vậy 
kết quả thu được thường chỉ là những số gần đúng. 


Hình 1 

®, Trong trích đoạn một báo cáo tài chính dưới đây, theo bạn, số nào là số đúng, số nào là 
sô gân đúng? 
Trong tháng 01/2021 có 47 dự án được cấp phép mới VỚI số vốn đăng kí đạt gần I.3 tỉ 
USD, giảm khoảng 8 1,8% về sô dự án và 70,3% về sô vôn đăng kí so với cùng kì năm 
trước; 46 lượt dự án đã câp phép từ các năm trước đăng kí điêu chỉnh vôn đâu tư với sô 
vôn tăng thêm trên 0,5 tỉ USD, tăng gân 41,4%. 

(Nguôn: tapchitaichinh.vn) 
2. Sai số tuyệt đối và sai số tương đối 


Sai số tuyệt đối 
Vinh và Hoa đo chiều dài trang bìa của một quyền số (Hình 2). 


Vinh đọc kết quả là 21 em. Hoa đọc kết quả là 20,7 em. Kết quả 
của bạn nào có saI sô nhỏ hơn? Hình 2 


" Nếu a là số gần đúng của số đúng Z thì A, = la _ 4| được gọi là sai số fuyệt đối của số 
gân đúng 4. 
Trên thực tế ta thường không biết số đúng Z nên không thể tính được chính xác A.. Thay vào 
đó, ta thường tìm cách khống chề sai số tuyệt đối A, không vượt quá mức đ > 0 cho trước, 
tức là 
A„ =|a-a|<d hay a-d<a<a+d. 
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Khi đó, ta nói z là sô gân đúng của sô đúng Z với độ chính xác d và quy ước việt gọn là 
a=da+d. 


8, 
®) 


Sai số tương đối 


2® 


Ví dụ 1 
An tính diện tích của hình tròn bán kính r= 4 cm bằng công thức Š= 3,145.4? = 50,32 (cm?). 
Biết rằng 3,14 < m < 3,15, hãy ước lượng độ chính xác của Š. 
Giải 

Diện tích đúng, kí hiệu là % „ của hình tròn trên thoả mãn 

3,14.4?< $ <3,15.4? hay 50,24< Š < 50.4. 
Do đó 50.24 - 50,32 < $ — $< 50,4 - 50.32, tức là |Š- S| <0,08. 
Vậy kết quả của An có độ chính xác là 0,08. Nói cách khác, diện tích của hình tròn 
là 50,32 + 0,08 (cm?). 


Cho biết 1,41< xJ7 < 1,42. Hãy tính độ dài đường chéo của một hình vuông có cạnh 
bằng 10 cm và xác định độ chính xác của kết quả tìm được. 


Một tâm bìa có dạng hình chữ nhật với kích thước 
được 1n như trong Hình 3. 

a) Hãy cho biết kích thước chiều dài và chiều rộng 
của tâm bìa năm trong khoảng nào. 

b) Tính diện tích của tắm bìa. 


Kích thước: 170 x 240 (+ 2mm) 
Định lượng: 100g/m” (M) 
Độ trắng: 80 — 82% |S0 

Hình 3 


Vào năm 2015, các nhà khoa học trên thế giới ước lượng độ tuôi của vũ 
trụ là 13 799 + 2l triệu năm. 


Trọng tài bâm thời gian chạy 100 m của một vận động viên là 10,3 + 0,1 giây. 


Theo bạn, trong hai phép đo trên, phép đo nào có độ chính xác cao hơn? 


Nếu so sánh sai số tuyệt đối, ta thây phép đo của trọng tài chính xác hơn của các nhà khoa học. 


Tuy nhiên, 2l triệu năm là độ chính xác của phép đo một khoảng thời gian dài 13 799 triệu năm, 
còn 0,1 giây là độ chính xác của phép đo một khoảng thời gian 10,3 giây. So sánh hai tỉ số 


—2_ =0.0015... và -ˆ—=0,0097.. 
13799 10,3 


ta thầy phép đo của các nhà khoa học có tỉ số giữa độ chính xác và số gần đúng nhỏ hơn. 


Đê đánh giá sự chính xác của sô gân đúng, ngoài sai sô tuyệt đôi, người ta còn xét sai sô 
tương đôi được xác định như sau: 


` 7 
- - 


Sai số fương đối của số gần đúng a, kí hiệu là ồ,, là tỉ số giữa sai số tuyệt đối A, và |al, 


A 
tức là ồ, =—. 


la| 


Nếu a=a+đ thì A,<đ. Do đó ö, . —- Nếu ồ, lay bị càng nhỏ thì chất lượng của phép 


Người ta thường viết sai số tương đối đưới dạng phần trăm. 


đo đạc hay tính toán càng cao. 


Chăng hạn, trong phép tính diện tích hình tròn ở Ví dụ 1, sai số tương đối không vượt quá 
0,08 
50,32 


~ 0,16%. 


®, Hãy ước lượng sai số tương đối trong phép đo tuổi của vũ trụ và thời gian chạy của vận 


động viên ở À 


3. Số quy tròn 
Quy tắc làm tròn số 
Trong chương trình Trung học cơ sở, ta đã biết quy tắc làm tròn số đến một hàng nào đó (gọi 
là hàng quy tròn) như sau: 
e Nếu chữ số sau hàng quy tròn nhỏ hơn 5 thì ta thay nó và các chữ số bên phải nó bởi 
chữ số 0. 
e Nếu chữ số sau hàng quy tròn lớn hơn hoặc bằng 5 thì ta cũng làm như trên nhưng cộng 
thêm 1 đơn vị vào chữ số hàng quy tròn. 
Ví dụ 2 


;, 4 LẠ ` ° “4 A * 
Hãy quy tròn sô đ = . 1,333... đên hàng phân trăm và ước lượng sai sô tương đôi. 
Giải 
4 
Quy tròn sô đ = còn = I,3333... đến hàng phần trăm, ta được số gần đúng là z = 1,33. Do 
a<<1,335 nên sai số tuyệt đối là 
=lz—a|< 0,005. 


kề = ~0,4%. 


Sai số tương đối là ỗ, < 


Chú ý: 

a) Khi thay số đúng bởi số quy tròn đến một hàng nào đó thì sai số tuyệt đối của số quy 
tròn không vượt quá nửa đơn vị của hàng quy tròn. Ta có thê nói độ chính xác của sô 
quy tròn bằng nửa đơn vị của hàng quy tròn. 

b) Khi quy tròn số đúng Z đến một hàng nào đó thì ta nói số gần đúng z nhận được là 
chính xác đến hàng đó. Ví dụ số gần đúng của 7 chính xác đến hàng phân trăm là 3, 14. 


$, Hãy quy tròn số ö = 5496 đến hàng chục và ước lượng sai số tương đối. 


¡or ẤN 


Xác định số quy tròn của số gần đúng với độ chính xác cho trước 


# Các bước xác định số gwy fròn của số gần đúng a với độ chính xác đ cho trước: 
Bước 1: Tìm hàng của chữ số khác 0 đầu tiên bên trái của đ. 


Bước 2: Quy tròn số ø ở hàng gấp 10 lần hàng tìm được ở Bước l. 


Ví dụ 3 
a) Cho số gần đúng z = 1903 với độ chính xác đ = 50. Hãy viết số quy tròn của số a. 
b) Hãy viết số quy tròn của số gần đúng ð biết b= 0.1891 +0,005. 
Giải 
a) Hàng lớn nhất của độ chính xác đ = 50 là hàng chục, nên ta quy tròn ø đến hàng trăm. 
Vậy sô quy tròn của z là 1 900. 
b) Hàng lớn nhất của độ chính xác đ = 0,005 là hàng phần nghìn, nên ta quy tròn đến 
hàng phân trăm. Vậy sô quy tròn của ø là 0,19. 
Đ. Hãy viết số quy tròn của số gần đúng trong những trường hợp sau: 
a) 318081 +2000; b) 1§,0113 + 0,004. 
Xác định số gần đúng của một số với độ chính xác cho trước 


` 


# Để tìm số gần đúng z của số đúng Z với độ chính xác đ, ta thực hiện các bước sau: 
Bước 1: Tìm hàng của chữ số khác 0 đầu tiên bên trái của đ. 
Bước 2: Quy tròn # đến hàng tìm được ở trên. 
Ví dụ 4 


a) Cho a= == 1,71428517.... Hãy xác định số gần đúng của Z với độ chính xác 


đ = 0,002. 

¬.z “5®... 3... 
b) Cho ö = ¬" ~0,61803398.... Hãy xác định sô gân đúng của ð với độ chính 
xác đ = 0,0005. 


Giải 
a) Hàng của chữ số khác 0 đầu tiên bên trái của Z = 0,002 là hàng phần nghìn. Quy tròn 
z đến hàng phân nghìn ta được số gần đúng của Z là a= 1,714. 
b) Hàng của chữ số khác 0 đầu tiên bên trái của đ = 0.0005 là hàng phần chục nghìn. 
Quy tròn ° đến hàng phần chục nghìn ta được số gần đúng của ® là ö =-0,6180. 


% Hãy xác định sỐ gần đúng của các số sau với độ chính xác đ = 0.0001. 


a) Z7. =I,8181818... b) b =1—^A7 =-I1,6457513.... 


BEMMAANC..—” 


1. Ở Babylon, một tâm đất sét có niên đại khoảng 1900 — 1600 trước Công nguyên đã ghi lại 
một phát biêu hình học, trong đó ám chỉ ước lượng số z băng = =3,1250. Hãy ước lượng 
sai số tuyệt đối và sai số tương đối của giá trị gần đúng này, biết 3,141 < x< 3,142. 

2. Cho số gần đúng a = 6547 với độ chính xác đ = 100. 

Hãy việt sô quy tròn của sô ø và ước lượng sai sô tương đôi của sô quy tròn đó. 

3. Cho biết 2/3 = I,7320508.... 

a) Hãy quy tròn 3 đến hàng phần trăm và ước lượng sai số tương đối. 

b) Hãy tìm số gần đúng của é3 với độ chính xác 0,003. 

c) Hãy tìm số gần đúng của 3 với độ chính xác đến hàng phân chục nghìn. 
4. Hãy viết số quy tròn của số gần đúng trong những trường hợp sau: 

a) 4536 002 + 1000; b) 10,05043 + 0,002. 


Š. Một tam giác có ba cạnh đo được như sau: a = 5,4 cm + 0,2 cm; 
b = 7,2 cm +0,2 cm và c = 9,7 em +0,1 cm. Tính chu vi của tam giác đó 


D : v 9 9 3 
— 9 kem kử — 9 _ » - f ° 
6. Chiêc kim màu đỏ chỉ cân nặng của bác Phúc (Hình 5). Hãy việt cân 


nặng của bác Phúc dưới dạng số gần đúng với độ chính xác 0,5 kg. Hình 5 


ài 2. Mô tả và biểu diễn dữ liệu 
trên các bảng và biểu đồ 


Từ lchoá: Bảng số liệu; Biểu đồ cột; Biểu đồ quạt. 


®) Biểu diễn dữ liệu trên các bảng và biểu đồ cho ta cái nhìn trực quan về dữ liệu, 
từ đó có thể tiến hành các thao tác đối chiếu, so sánh hay phát hiện ra những 
điểm không hợp lí trong mẫu số liệu. 


1. Bảng số liệu 
Dựa vào các thông tin đã biết và sử dụng mối liên hệ toán học giữa các số liệu, ta có thể phát 
hiện ra được sô liệu không chính xác trong một sô trường hợp. 
Ví dụ 1 
Trong 6 tháng đầu năm, số sản phâm bán ra mỗi tháng của một cửa hàng đều tăng khoảng 
20% so với tháng trước đó. Biết rằng, trong bảng dưới đây, số sản phẩm bán ra của một tháng 
bị nhập sai. Hãy tìm tháng đó. 


Giải 


Tỉ lệ phần trăm tăng thêm của số sản phẩm bán ra mỗi tháng được tính ở bảng dưới đây: 
LÔ THỌ 2 3 | 4đ, 5 D6 — 
Tỉ lệ phần trăm tăng thêm 
so với tháng trước 20,7 20,6% 21,3% 32,8% 


Ta thấy tỉ lệ tăng của tháng 5 và tháng 6 đều khác xa 20%. Do đó trong bảng số liệu đã cho, 
số sản phẩm của tháng 5 là không chính xác. 


Ví dụ 2 

Một đội 20 thợ thủ công được chia đều vào 5 tô. Trong một ngày, mỗi người thợ làm được 
4 hoặc 5 sản phâm. Cuối ngày, đội trưởng thống kê lại số sản phâm mà mỗi tô làm được ở 
bảng sau: 


xxx... ?:. :  :ẽ 


Đội trưởng đã thông kê đúng chưa? Tại sao? 
Giải 
Mỗi tô có 20 : 5 = 4 người. Trong một ngày, mỗi người thợ làm được 4 hoặc 5 sản phẩm nên 


mỗi tô làm được từ 16 đến 20 sản phẩm. Do đó, bảng trên ghi Tổ 4 làm được 21 sản phâm 
là không chính xác. 


Vậy đội trưởng thống kê chưa đúng. 


2. Biểu đồ 
Ví dụ 3 


Lượng điện sinh hoạt trong tháng 1/2021 của các 14000 


Lượng điện sinh hoạt của các khu vực 
trong tháng 1/2021 (đơn vị: kWh) 


hộ gia đình thuộc Khu A (60 hộ), Khu B(100hộ) 120090 

và Khu C (120 hộ) được biểu diễn ở biểu đồ bên. ¿Ea 

Hãy cho biết các phát biểu sau là đúng hay sai: 6000 

a) Mỗi khu đều tiêu thụ trên 6000 kWh. T Ì 

b) Trung bình mỗi hộ ở Khu C sử dụng số điện 0 

gấp hai lần mỗi hộ ở Khu A. Khu A Khu B Khu C 
Giải 

Nhìn vào biểu đồ ta thấy mỗi khu đều tiêu thụ trên 6000 kWh nên khăng định ở câu a) 


là đúng. 
Mặc dù lượng điện tiêu thụ ở Khu C gần gấp hai lần lượng điện tiêu thụ ở Khu A nhưng số 
hộ ở Khu C lại gấp hai lần số hộ Khu A. Do đó khăng định ở câu b) là sai. 


WWE +: 


Ví dụ 4 
Bình vẽ biểu đồ biểu thị tỉ lệ số lượng mỗi loại gia 
cầm trong một trang trại theo bảng thống kê dưới đây: 


Tỉ lệ mỗi loại gia cầm trong trang trại 


Gà 

“ Vịt 

s Ngan 
® Ngỗng 


Bạn hãy cho biết biểu đồ Bình vẽ đã chính xác chưa. Nếu chưa thì cần điều chỉnh lại như thế 
nào cho đúng? 

Giải 
Theo bảng thống kê thì số ngan và ngỗng bằng nhau nên trên biểu đô quạt, hình quạt biểu 
diễn tỉ lệ ngan và ngỗng phải bằng nhau. Do đó biểu đồ Bình vẽ chưa chính xác. 
Nếu ở phân chú giải, Bình đổi chỗ “Vịt” và “Ngỗng” thì sẽ được biểu đồ chính xác. 


1. Bảng sau thống kê số lớp và số học sinh theo từng khối ở một trường Trung học phô thông. 


Hiệu trưởng trường đó cho biết sĩ số mỗi lớp trong trường đều không vượt quá 45 học sinh. 
Biết rằng trong bảng trên có một khói lớp bị thống kê sai, hãy tìm khối lớp đó. 


2. Số lượng trường Trung học phổ thông (THPT) 
của các tỉnh Gia Lai, Đắk Lắk và Lâm Đồng trong cs 
hai năm 2008 và 2018 được cho ở biểu đồ bên. so 


Hãy cho biết các phát biểu sau là đúng hay sai: + 

z 40 

a) Sô lượng trường THPT của các tỉnh năm 2018  -; 
đều tăng so với năm 2008. 30 ll r 

25 


b) Ở Gia Lai, số trường THPT năm 2018 tăng gần Gia Lai Đắk Lắt Lâm Đồng 


gấp đôi so với năm 2008. Năm 2008 Năm 2018 
(Nguôn: Tổng cục Thống kê) 


lộ —>Ò 


Số lượng trường Trung học phố thông 


3. Biêu đô bên thê hiện giá trị sản phâm (đơn vị: _-<. : P 

n° À \ h ' Giá trị sản phâm thu được trên 1 hecta đât 

triệu đông) trung bình thu được trên một hecta trồng trọt và mặt nước nuôi trồng thuỷ sản 
đât trông trọt và mặt nước nuôi trông thuỷ sản 2° 


: 230 
trên cả nước từ năm 2014 đên năm 201§. Hãy ;¡o 


cho biết các phát biểu sau là đúng hay sai: xo 
a) Giá trị sản phẩm trung bình thu được trên vo 
một hecta mặt nước nuôi trông thuỷ sản cao ¡i¡o 
hơn trên một hecta đất trồng trọt. xe š ÿ Ũ Ữ ỹ 


70 


. ¬- ^ ^ ° Ẫ Ầ 50 
b) Giá trị sản phâm thu được tren ca đât trong Năm 2014 Năm 2015 Năm 2016 Năm 2017 Năm 2018 
trọt và mặt nước nuôi trông thuỷ sản đêu có xu gĐất trồng trọt _ ø Mặt nước nuôi trồng thuỷ sản 


hướng tăng từ năm 2014 đến năm 2018. (Wgun: Tổng cục Thống kê) 


c) Giá trị sản phẩm trung bình thu được trên một hecta mặt nước nuôi trồng thuỷ sản cao gấp 
khoảng 3 lần trên một hecta đất trồng trọt. 


Bài 3. Các số đặc trưng đo xu thế 
trung tâm của mẫu số liêu 


Từ lhoá: Số trung bình cộng; Trung vị; Tứ phân vị; Mốt. 


®) Để nhanh chóng nắm bắt được những đặc điểm, những thông tin quan trọng 
trong một mẫu số liệu người ta thường hay tính các số đặc trưng của mẫu số 
liệu đó. 
Trong bài này chúng ta sẽ tìm hiểu các số đặc trưng đo xu thế trung tâm của 
mẫu số liệu là: số trung bình, trung vị, tứ phân vị và mốt. 


1. Số trung bình 


Điểm số bài kiểm tra môn Toán của các bạn trong Tổ I1 là 6; 10; 6; 8; 7; 10, còn của các 
bạn Tô 2 là 10; 6; 9; 9; 8; 9. Theo em, tô nào có kêt quả kiêm tra tôt hơn? Tại sao? 

e Giả sử ta có một mẫu số liệu là xị, x¿, .... X„. 
Số trung bình (hay số trung bình cộng) của mẫu số liệu này, kí hiệu là X, được tính bởi 
công thức 

xị+xX,+...+X, 


x= 
n 


BE ¬: 


® Giả sử mâu sô liệu được cho dưới dạng bảng tân sô 


Khi đó, công thức tính số trung bình trở thành 


x- Thãi † HyX; +...† HụX, 
H 


trong đó ñ =m, +n, +...+n, . Ta gọi n là cỡ mẫu. 
“..* Ẫ 7 1 *^ H, é K„À ;4 A* ` * 1X ,À Ẫ h 
Chú ý: Nếu kí hiệu ƒ¿ = En là tân sô tương đôi (hay còn gọi là tân suât) của x, trong 
mẫu số liệu thì số trung bình còn có thể biểu diễn là: X= /x, + x; +...+ /,xX,.. 


Ví dụ 1 
Một cửa hàng bán xe đạp thông kê số xe bán được hằng tháng trong năm 2021 ở bảng sau: 


ng 12 |3|4|5 |6 |7|8 |9 |10)11)12. 


__ #m |10/8|7|5|8 |22|28|25|20|10j 9 |7. 


a) Hãy tính số xe trung bình cửa hàng bán được mỗi tháng trong năm 2021. 


b) Hãy so sánh hiệu quả kinh doanh trong quý III của cửa hàng với 6 tháng đầu năm 2021. 
Giải 
a) Số xe trung bình cửa hàng bán được mỗi tháng trong năm 2021 là: 
"2(10+8+7+5+8+22+28+25+20 +10+9+7)= 13,25 (xe). 
b) Số xe trung bình bán được trong 6 tháng đầu năm là: 
c(I0+8+7+5+8+22) =10 (xe). 


Số xe trung bình bán được trong quý III của năm là: 
208 +25+20)= Š ~ 24,33 (xe). 
Như vậy hiệu quả kinh doanh của cửa hàng trong quý III cao hơn trong 6 tháng đầu năm. 


Ý nghĩa của số trung bình 


SỐ trung bình của máu sô liệu được dùng làm đại diện cho các sô liệu của mâu. Nó là một 
SỐ đo xu thê trung tâm của máu đó. 


Ví dụ như trong /. vì điểm trung bình của các bạn Tổ I1 là 7,83 và của các bạn Tổ 2 là 8,5 


nên ta có thê cho răng nói chung các bạn Tô 2 học Toán tôt hơn các bạn Tô ]. 


La >Ò 


Thời gian chạy 100 mét (đơn vị: giây) của các bạn học sinh ở hai nhóm A và B được ghi 
lại ở bảng sau: 


“an nh 


z5 ri ri r r1 


Nhóm nào có thành tích chạy tốt hơn? 


Số bàn thắng mà một đội bóng ghi được ở mỗi trận đấu trong một mùa giải được thống 
kê lại ở bảng sau: 


_— KHUNG 
D38 2|: ||: |: |; |¡ 


Hãy xác định số bàn thắng trung bình đội đó ghi được trong một trận đấu của mùa giải. 


2. Trung vị và tứ phân vị 


® 


Bảng sau thống kê số sách mỗi bạn học sinh Tổ 1 và Tô 2 đã đọc ở thư viện trường 
trong một tháng: 


a) Trung bình mỗi bạn Tổ I và mỗi bạn Tổ 2 đọc bao nhiêu quyền sách ở thư viện 
trường trong tháng đó? 


b) Em hãy thảo luận với các bạn trong nhóm xem tô nào chăm đọc sách ở thư viện hơn. 


Trong tình huống ở ® ta thây việc sử dụng số trung bình đề so sánh độ chăm đọc sách thư 
viện của hai tô là không phù hợp. Điều này là do Tổ 1 có một số liệu quá lớn so với các số liệu 
còn lại. Trong tình huống như vậy, để so sánh độ chăm đọc sách giữa hai tổ, người ta thường 
dùng một số đặc trưng khác của mẫu số liệu, gọi là frwng vị, được định nghĩa như sau: 


Sắp xếp mẫu số liệu theo thứ tự không giảm, ta được: 


Äï. am... 


Trung vị của mẫu, kí hiệu là M,. là giá trị ở chính giữa dãy xị, x¿,..., x„. Cụ thể: 
© Nếu n = 2k + l,k ce Ñ, thì trung vị của mẫu Ä, = x,.. 


° Nếu ø = 2k, k e Ñ, thì trung vị của mẫu Ä⁄, = 2 #%,.i) 


Ý nghĩa của trung vị 
Trung vị được dùng đề đo xu thế trung tâm của mẫu số liệu. Trung vị là giá trị nằm ở chính 
giữa của mẫu số liệu theo nghĩa: luôn có ít nhất 50% số liệu trong mâu lớn hơn hoặc bằng 
trung vị và ít nhất 50% số liệu trong mẫu nhỏ hơn hoặc băng trung vị. Khi trong mâu xuất hiện 
thêm một giá trị rât lớn hoặc rất nhỏ thì sô trung bình sẽ bị thay đôi đảng kê nhưng trung vị 
thì ít thay đôi. 

Ví dụ 2 

a) Tính các trung vị của số sách các bạn ở Tổ 1 và số sách các bạn ở Tổ 2 đã đọc trong 2® 

b) Sử dụng trung vị, hãy so sánh xem các bạn ở tô nào đọc nhiêu sách ở thư viện hơn. 

Giải 
a) Sắp xếp số sách mỗi bạn Tổ 1 đã đọc theo thứ tự không giảm, ta được dãy: 
j1: 122129222. 
Vì cỡ mẫu bằng 9 nên trung vị của Tô 1 là số liệu thứ 5 của dãy trên, tức là M⁄,= 2. 
Sắp xếp số sách mỗi bạn Tổ 2 đã đọc theo thứ tự không giảm, ta được dãy: 
3;3;4; 4; 4; 4; Š; 5. 
Vì cỡ mẫu bằng § nên trung vị của Tổ 2 là trung bình cộng của số liệu thứ 4 và thứ 5 của 


dãy trên, tức là Ä⁄4 = 2(4+4 =4. 


b) Nếu so sánh theo trung vị thì các bạn Tổ 2 đọc nhiều sách ở thư viện hơn các bạn Tổ 1. 


Ví dụ 3 
Khi kiểm tra ngẫu nhiên một số công nhân trong một xí nghiệp, người ta thống kê lại 
độ tuôi của họ ở bảng sau: 


PSG mn.nnnnrnmnEn 


Tìm trung vị và trung bình cộng của mẫu số liệu trên. 

Giải 
Cỡ mẫu là w = 26. Khi sắp xếp độ tuổi các công nhân theo thứ tự không giảm thì số 
liệu thứ 13 và 14 lần lượt là 26 và 27. Vậy 


M = 2(26+27)= ST, 


Số trung bình cộng của mẫu là 


xe= 2. G5.4+26.9+27.8+29.3+31+34) =27. 


Đ, Hãy tìm trung vị của các sô liệu ở @ và @, 


4®. Cân nặng của 20 vận động viên môn vật của một câu lạc bộ được ghi lại ở bảng sau: 


Đê thuận tiện cho việc luyện tập, ban huân luyện muôn xêp 20 vận động viên trên thành 
4 nhóm, môi nhóm gôm 25% sô vận động viên có cân nặng gân nhau. Bạn hãy giúp ban 
huân luyện xác định các ngưỡng cân nặng đê phân nhóm môi vận động viên. 
Trung vị chia mâu thành hai phân. Trong thực tê người ta cũng quan tâm đên trung vị của 
môi phân đó. Ba trung vị này được gọi là £ứ phán vị của mâu. 


Sắp xếp mẫu số liệu theo thứ tự không giảm, ta được: 
j1. 1. 
Tứ phân vị của một mẫu số liệu gồm ba giá trị, gọi là £#ứ phân vị thứ nhất, thứ hai và 
thứ ba (lần lượt kí hiệu là Ó,, Ó,„ Ó,). Ba giá trị này chia tập hợp dữ liệu đã sắp xếp 
thành bốn phần đều nhau. Cụ thê: 
s Giá trị tứ phân vị thứ hai, @., chính là số trung vị của mẫu. 
» Giá trị tứ phân vị thứ nhất, Ó., là trung vị của nửa số liệu đã sắp xếp bên trái Ó, 
(không bao gồm Ó, nếu ø lẻ). 
s Giá trị tứ phân vị thứ ba, @., là trung vị của nửa số liệu đã sắp xếp bên phải 0, 
(không bao gôm Ó@, nếu 7 lẻ). 


Ý nghĩa của tứ phân vị 
Các điểm tứ phân vị O,, @›;, Q; chia mẫu số liệu đã xắp xếp theo thứ tự từ nhỏ đến lớn thành 
bôn phán, môi phân chứa khoảng 25% tông sô sô liệu đã thu thập được. 
Tự phân vị thứ nhất O, còn được gọi là tứ phân vị dưới và đại điện cho nửa mẫu số liệu phía 
dưới. Tứ phán vị thứ ba Q; còn được gọi là tứ phán vị trên và đại diện cho nửa máu sô liệu 


phía trên. n ø z 
25% 25% 25% 25% 
Ví dụ 4 
Tìm tứ phân vị của các mẫu số liệu sau: 
8)3;12:2,/;1U;2:3. D'2Z:3;. 1U 1355:1535. 7. 
Giải 


a) Sắp xếp lại mẫu số liệu theo thứ tự không giảm, ta được: 2; 3; 5; 5; 7; 10; 13. 
e Vì cỡ mẫu là ø = 7, là số lẻ, nên giá trị tứ phân vị thứ hai là @,= Š. 
e Tứ phân vị thứ nhất là trung vị của mẫu: 2; 3; 5. Do đó Ó,= 3. 
e Tứ phân vị thứ ba là trung vị của mẫu: 7; 10; 13. Do đó @,= 10. 


ME ¬‹‹ 


b) Sắp xếp lại mẫu số liệu theo thứ tự không giảm, ta được: 2; 3; 5; Š5; 7; 10; 13; 15. 


e Vì cỡ mẫu là ø = 8, là số chẵn, nên giá trị tứ phân vị thứ hai là 
l 
Ó, =—(5+7)=6. 
2 
e Tứ phân vị thứ nhất là trung vị của mẫu: 2; 3; 5; 5. Do đó Ó,= 


e Tứ phân vị thứ ba là trung vị của mẫu: 7; 10; 13; 15. Do đó C = li. 


Trong ví dụ trên, khoảng cách giữa Ở, và Ở;, nhỏ hơn khoảng cách giữa Ớ, và Ở:. Ta nói 
mật độ số liệu ở bên trái Ó, cao hơn ở bên phải Ó,. 


9, Hãy tìm tứ phân vị của các mẫu số liệu sau: 
a) 10; 13; 15; 2; 10; 19; 2; 5; 7. b) 15; 19; 10; 5; 9; 10; 1; 2; 5; 15. 


3. Mốt 


8) Một cửa hàng kinh doanh hoa thông kê số hoa hồng bán được trong ngày 14 tháng 2 
theo loại hoa và thu được ke: tần số sau: 


¬ ¬à ẽ 


Cửa hàng nên nhập loại hoa hồng nào nhiều nhất để bán trong ngày 14 tháng 2 năm tiếp 
theo? Tại sao? 


#_ Cho một mẫu số liệu dưới dạng bảng tần số. Giá trị có tần số lớn nhất được gọi là mốt 
của mẫu số liệu và kí hiệu là M, 
Ví dụ 5 


Số vụ va chạm giao thông mỗi ngày tại một ngã tư được ghi lại trong bảng tần số sau: 


m.i5 o [ Í. 
Sốny 7 l2 7 D7 1Ð 6 7 4 7 1S. 
Tìm mốt của mẫu số liệu trên. 
Giải 
Sô ngày có l vụ va chạm là L7, lớn hơn sô ngày có 0, 2, 3, 4 vụ va chạm. Do đó mẫu số 
liệu trên có 4⁄4 = 1. 
Ý nghĩa của mốt 
Máốt đặc trưng cho giá trị xuất hiện nhiêu nhất trong mẫu. 
Chú ý: Một mẫu số liệu có thể có nhiều mốt. Khi tất cả các giá trị trong mẫu số liệu có 


tân sô xuât hiện băng nhau thì mâu sô liệu đó không có môt. 


9, Hãy tìm môt của sô liệu điêm kiêm tra của các bạn Tô l trong /. 


LÀ —>Ò 


| BÀITẬP TẬP 
1. Hãy tìm số trung bình, tứ phân vị và mốt của các mẫu số liệu sau: 
a) 23; 41; 71; 29; 48; 45; 72; 41. b) 12; 32; 93; 78; 24; 12; 54; 66; 78. 


2. Hãy tìm sô trung bình, tứ phân vị và môt của các mâu sô liệu sau: 


a) 


mm na như nnn 


3. An lấy ra ngẫu nhiên 3 quả bóng từ một hộp có chứa nhiều bóng xanh và bóng đỏ. An đếm 
xem có bao nhiêu bóng đỏ trong 3 bóng lấy ra đó rồi trả bóng lại hộp. An lặp lại phép thử 
trên 100 lần và ghi lại kết quả ở bảng sau: 


—— mm. T0 j1 [2 a2 
Hãy tìm số trung bình, tứ phân vị và mốt của bảng kết quả trên. 


4. Trong một cuộc thi nghề, người ta ghi lại thời gian hoàn thành một sản phâm của một số thí 
sinh ở bảng sau: 


"" Tmnnnnnnhnnng 


a) Hãy tìm số trung bình, tứ phân vị và mốt của thời gian thi nghê của các thí sinh trên. 


b) Năm ngoái, thời gian thi của các thí sinh có số trung bình và trung vị đều bằng 7. Bạn hãy 
so sánh thời gian thi nói chung của các thí sinh trong hai năm. 
5. Bác Dũng và bác Thu ghi lại số cuộc điện thoại mà mỗi người gọi mỗi ngày trong 10 ngày 
được lựa chọn ngẫu nhiên từ tháng 01/2021 ở bảng sau: 


| #&£Ðm | 2 |7 |3 |6 |1 |4 [1 |4 L5 1. 


[ Mem | ¡ |2 |¡|[2 |? |+ |t1|2 ||?” 


a) Hãy tìm sô trung bình, tứ phân vị và môt của sô cuộc điện thoại mà môi bác gọi theo sô 
liệu trên. 


b) Nêu so sánh theo sô trung bình thì ai có nhiêu cuộc điện thoại hơn? 
c) Nêu so sánh theo sô trung vị thì ai có nhiêu cuộc điện thoại hơn? 


d) Theo bạn, nên dùng sô trung bình hay sô trung vị đê so sánh xem aI có nhiêu cuộc gọi điện 
thoại hơn môi ngày? 


6. Tổng số điểm mà các thành viên đội tuyên Olympic Toán quốc tế (IMO) của Việt Nam đạt 
được trong 20 kì thi được cho ở bảng sau: 


2006 l31 2001 


(Nguồn: https://imo-official.org) 
Có ý kiến cho rằng điểm thi của đội tuyên giai đoạn 2001 —- 2010 cao hơn giai đoạn 


2011 - 2020. Hãy sử dụng số trung bình và trung vị đề kiêm nghiệm xem ý kiến trên có 
đúng không. 


7. Kết quả bài kiểm tra giữa kì của các bạn học sinh lớp 10A, 10B, 10C được thống kê ở các 
biêu đồ dưới đây. 


Lớp 10A Lớp 10B Lớp 10C 
16 12 18 ¬— 
| 16 
14 10 | 
12 | 14 ' 
8 
10 h 
8 6 
8 
6 4. 6 
4 
2 4 
2 )ˆ 
0 0 0 
Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm Điểm 
5 6 7 8 9 10 5 6 7 8 9 10 bì 6 7 8 9 10 


a) Hãy lập bảng thống kê số lượng học sinh theo điểm số ở mỗi lớp. 


b) Hãy so sánh điềm số của học sinh các lớp đó theo số trung bình, trung vị và mốt. 


Bạn có biết? 


Các số đặc trưng cho ta thông tin về quy luật phân phối của mẫu số liệu. Mẫu số liệu được 
gọi là đối xứng nếu trung bình của mẫu và trung vị bằng nhau; /ệch frái nếu trung bình 
của mẫu nhỏ hơn trung vị; lệch phải nêu trung bình của mẫu lớn hơn trung vị. 


Ví dụ trong Bài tập 7, điểm của lớp 10A là lệch trái, điểm của lớp 10B là đối xứng và 
điểm của lớp 10C là lệch phải. 


Bài 4. Các số đặc trưng đo mức độ 
phân tán của mẫu số liệu 


Từ ldoá: Khoảng biến thiên; Khoảng tứ phân vị; Phương sai; Độ lệch chuẩn. 


®) Nhiệt độ không khí trung bình các tháng trong năm 
2019 tại Lai Châu và Lâm Đồng (đơn vị: độ C) 
30 
Zz“ã. nh ã : 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 


Lai Châu Lâm Đồng 
(Nguồn: Tổng cục Thống kê) 
Theo bạn, địa phương nào có thời tiết ôn hoà hơn? 


1. Khoảng biến thiên và khoảng tứ phân vị 


/® Thời gian hoàn thành bài chạy Š km (tính theo phút) của hai nhóm thanh niên được cho 


ở bảng sau: 


jMớm 30 32 47 31 32 30 13229 17 29 32 31, 
1 0 0 ri nh 
a) Hãy tính độ chênh lệch giữa thời gian chạy của người nhanh nhất và người chậm chất 
trong từng nhóm. 


b) Nhóm nào có thành tích chạy đồng đều hơn? 


` cổ 
- - 


°- 'Sắp xếp mẫu số liệu theo thứ tự không giảm, ta được: 
Z3. sẻ... 
e Khoảng biến thiên của một mẫu số liệu, kí hiệu là ®, là hiệu giữa giá trị lớn nhất và 
giá trị nhỏ nhât của mẫu số liệu đó, tức là: 
R=x.-*:. 
e Khoảng tứ phân vị, kí hiệu là Aœ là hiệu giữa Ó, và Ó,, tức là: 


As= Øg.-©. 


Trong ® độ chênh lệch giữa kết quả cao nhất và kết quả thấp nhất chính là khoảng biến 
thiên của kết quả các lần chạy của từng nhóm. 


". 


Ví dụ 1 
Hãy tính khoảng biến thiên và khoảng tứ phân vị của mẫu số liệu: 10; 20; 3; 1; 3; 4; 7; 4; 9. 
Giải 
Xét mẫu số liệu đã sắp xếp là: 1; 3; 3; 4; 4; 7; 9; 10; 20. 
e Khoảng biến thiên của mẫu số liệu là:  = 20 - 1 = 19. 
e Cỡ mẫu là ø = 9 là số lẻ nên giá trị tứ phân vị thứ hai là: Ó, = 
e Tứ phân vị thứ nhất là trung vị của mẫu: l1; 3; 3; 4. Do đó Ó, = 3. 
e Tứ phân vị thứ ba là trung vị của mẫu: 7; 9; 10; 20. Do đó C2 


e Khoảng tứ phân vị của mẫu là: Ao =95—3=6,5. 


Ý nghĩa của khoảng biến thiên và khoảng tứ phân vị 
Khoảng biến thiên đặc trưng cho độ phân tán của toàn bộ mẫu số liệu. 


Khoảng tứ phán vị đặc trưng cho độ phân tản của một nửa các số liệu, có giá trị thuộc đoạn 
từ Q, đên Ơ, trong mẫu. 


Khoảng tứ phân vị không bị ảnh hưởng bởi các giá trị rất lớn hoặc rất bé rong mẫu. 
Trong ®. có sự khác biệt lớn nếu sử dụng khoảng biến thiên đề so sánh độ chênh lệch kết 


quả giữa hai nhóm. Nhưng nếu sử dụng khoảng tứ phân vị thì thấy sự chênh lệch thời gian 
chạy của đa số các thanh niên ở hai nhóm là như nhau. 


Ÿ%, Hãy tìm khoảng biến thiên và khoảng tứ phân vị của các mẫu số liệu sau: 
a) 10; 13; 15; 2; 10; 19; 2; 5; 7. X41]Ả.. . .,1;2:5: 5. 


đà Dưới đây là bảng số liệu thống kê của Biểu đồ nhiệt độ trung bình các tháng trong 
năm 2019 của hai tỉnh Lai Châu và Lâm Đồng (được đề cập đến ở hoạt động khởi động 
của bài học). 


"4... . 


a) Hãy tìm khoảng biến thiên và khoảng tứ phân vị của nhiệt độ trung bình mỗi tháng 
của tỉnh Lai Châu và Lâm Đông. 


b) Hãy cho biết trong một năm, nhiệt độ ở địa phương nào ít thay đôi hơn. 


Là >Ò 


Giá trị ngoại lệ 

Khoảng tứ phân vị được dùng đề xác định các giá frị ngoại lệ trong mẫu, đó là các giá trị 
quá nhỏ hay quá lớn so với đa số các giá trị của mẫu. Cụ thê, phần tử x trong mẫu là giá trị 
ngoại lệ nếu x > Q@.+ 15A2 hoặc x < Œ,- 15A 

Trong Ví dụ 1, Ó.+ 15A» =5 0+ 1,3.6,3= 19,2) và CÌ— 15A =3-—-1l,5.6,5=-ó6,7S 
nên mẫu có một giá trị ngoại lệ là 20. 


Sự xuất hiện của các giá trị ngoại lệ làm cho số trung bình và phạm vi của mẫu thay đồi lớn. Do 
đó, khi mẫu có giá trị ngoại lệ, người ta thường sử dụng trung vị và khoảng tứ phân vị đề đo 
mức độ tập trung và mức độ phân tán của đa số các phần tử trong mẫu số liệu. 


@, Hãy tìm giá trị ngoại lệ của mẫu số liệu: 37; 12; 3; 9; 10; 9: 12; 3; 10. 


2. Phương sơi và độ lệch chuẩn 


4® Hai cung thủ 4 và 8 đã ghi lại kết quả từng lần bắn của mình ở bảng sau: 


[Sss44| s | 9 |46 7425|10|,.| 7 | 9 | 


[Sssss|io | ố |3 |7|9 |9 |3j7 |s |. 


a) Tính kết quả trung bình của mỗi cung thủ trên. 
b) Cung thủ nào có kêt quả các lân băn ôn định hơn? 


Ngoài khoảng biến thiên và khoảng. tứ phân vị, người ta cũng sử dụng phương sai và độ lệch 
chuẩn đề đo độ phân tán của mẫu số liệu. 


Giả sử ta có một mẫu số liệu là Xị; X; ..., X„. 


° Phương sai của mầu số liệu này, kí hiệu là S°, được tính bởi công thức: 


| lã = ká 
=-|@ —*)” +(x;—X)” +...+(%, -#) |. 
trong đó x là số trung bình của mẫu số liệu. 


s Căn bậc hai của phương sai được gọi là độ lệch chuẩn, kí hiệu là S. 


Chú ý: Có thê biến đồi công thức tính phương sai ở trên thành: 


l = 
s” =-tz +32 "¬..=. 
n 


Trong thống kê, người ta cũng quan tâm đến phương sai hiệu chỉnh, kí hiệu là $”, được tính 
bởi công thức: 


^2 | ¬s2 =v2 =\2 
§ =—|(x-) +... Ta.) Í 
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Ví dụ 2 
Hãy tính phương sai và độ lệch chuẩn của mỗi mẫu số liệu ghi kết quả các lần bắn của 
từng cung thủ trong /®. 
Giải 
Số trung bình của kết quả các lần bắn của cung thủ 44 là: 
(8 +9+10+7+6+10+6+7+9+8):10=8. 
Số trung bình của kết quả các lần bắn của cung thủ Ö là: 
(10+6+8§8+7+9+9+§+7+§+8):10=8. 


Phương sai mẫu số liệu của cung thủ 4 là: 
`ÿ =:o (8°+9ˆ+ 10ˆ+ 7ˆ+ 6” + 10°+6ˆ+7ˆ+9ˆ+§^)—8§ˆ=2 


Độ lệch chuẩn mẫu số liệu của cung thủ 4 là: Š„ =AjS7 = 12 x~1,41. 


Phương sai mẫu số liệu của cung thủ Ö là: 
S. =o (1U + 6+ B4 TP + 924.924 BỄ + 7Ê + BẺ + 8) — 8= 1,2. 


Độ lệch chuẩn mẫu số liệu của cung thủ Ö là: S,„ = TY =4/1,2 ~1,10. 


Ý nghĩa của phương sai và độ lệch chuẩn 

Phương sai là trung bình cộng của các bình phương độ lệch từ mỗi giá trị của mẫu số liệu 
đến số trung bình. 

Phương sai và độ lệch chuẩn được dùng đề đo mức độ phân tán của các số liệu trong mầu 
quanh số trung bình. Phương sai và độ lệch chuẩn càng lớn thì các giá trị của mẫu càng 
cách xa nhau (có độ phán tán lớn). 


Trong ® kết quả các lần băn của hai cung thủ có cùng khoảng biến thiên và khoảng tứ 
phân vị. Tuy nhiên, nếu so sánh băng phương sai hoặc độ lệch chuẩn thì kết quả của cung thủ 4 
có độ phân tán cao hơn cung thủ 8. Do đó, cung thủ Z8 bắn ôn định hơn cung thủ A. 


Giả sử mâu sô liệu được cho dưới dạng bảng tân sô: 


Khi đó, công thức tính phương sai trở thành: 
| _ - = 
$ =_m „ -*) +, (%; -*) +...+7 (Xy -#} |. 


trong đó 0= m,+n, +...+n, . 


Có thể biến đồi công thức tính phương sai trên thành: 


.= ~(nx‡ +ñ,x; +...+n,x;)—X. 


Ví dụ 3 
Điều tra một số học sinh về số cái bánh chưng mà gia đình mỗi bạn tiêu thụ trong dịp 
Tết Nguyên đán, kết quả được ghi lại ở bảng sau: 


Sô trung bình của mâu sô liệu trên là: 


Y=ap (5.6+7.7+10.8+8.9+5.10+4. 1+15)=8,5. 
Phương sai của mẫu số liệu trên là: 


ba =:o(5.6 +7.7? +10.8?+8.9ˆ+5.10?+4.117 +15?)—8,5° =3,25. 


Độ lệch chuân của mâu sô liệu là: 


S=49 =.J3,25 ~1,80. 


Bảng dưới đây thống kê tổng số giờ nắng trong năm 2019 theo từng tháng được đo bởi 
hai trạm quan sát khí tượng đặt ở Tuyên Quang và Cà Mau. 


[AM |2 202) 0m [mì Tạ: 4 Hài tớ, 


(Nguồn: Tổng cục Thống kê) 


a) Hãy tính phương sai và độ lệch chuẩn của dữ liệu từng tỉnh. 
b) Nêu nhận xét về sự thay đôi tông số giờ nắng theo từng tháng ở mỗi tỉnh. 


| BÀI TẬP TẬP 


1. Hãy chọn ngâu nhiên trong lớp ra Š bạn nam và Š bạn nữ rôi đo chiêu cao các bạn đó. So sánh 
xem chiêu cao của các bạn nam hay các bạn nữ đông đêu hơn. 


2. Hãy tìm độ lệch chuân, khoảng biên thiên, khoảng tứ phân vị và các giá trị ngoại lệ của các 
mâu sô liệu sau: 


a)6; 8; 3; 4; 5; 6; 7; 2; 4. b) 13; 37; 64; 12; 26; 43; 29; 243. 
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3. Hãy tìm độ lệch chuân, khoảng biên thiên và khoảng tứ phân vị của các mâu sô liệu sau: 


4. Hãy so sánh số trung bình, phương sai và độ lệch chuân của ba mẫu số liệu sau: 
Mẫu l1: 01; 043: 0,5; 0,5; 0.43; 0.7. 


Mẫu2: I1; 1/3; 1,5; 1,5; 1.3; 1,7. 
Mẫu3: 1l; 3; 5; 5; 3; 7. 


th 


. Sản lượng lúa các năm từ 2014 đến 2018 của hai tỉnh Thái Bình và Hậu Giang được cho ở 
bảng sau (đơn vị: nghìn tấn): 


CÔ HậNGang I 204,6 12931 I231,0 I261.0 1246, 


(Nguồn: Tổng cục Thống kê) 


a) Hãy tính độ lệch chuẩn và khoảng biến thiên của sản lượng lúa từng tỉnh. 


b) Tỉnh nào có sản lượng lúa ồn định hơn? Tại sao? 


6. Kết quả điều tra mức lương hăng tháng của một số công nhân của hai nhà máy A và B được 
cho ở bảng sau (đơn vị: triệu đông): 


“nan 


nan 


a) Hãy tìm sỐ trung bình, mốt, tứ phân vị và độ lệch chuẩn của hai mẫu số liệu lấy từ nhà 
máy A và nhà máy B. 

b) Hãy tìm các giá trị ngoại lệ trong mỗi mẫu số liệu trên. Công nhân nhà máy nào có mức 
lương cao hơn? Tại sao? 
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1. Một hằng số quan trọng trong toán học là 


số e có giá trị gần đúng với 12 chữ số thập 

phân là 2,718281828459. 

a) Giả sử ta lấy giá trị 2,7 làm giá trị gần 
đúng của e. Hãy chứng tỏ sai số tuyệt đối 
không vượt quá 0,02 và sai số tương đối 
không vượt quá 0,75%. 

b) Hãy quy tròn e đến hàng phân nghìn. 

c) Tìm số gần đúng của số e với độ chính 
xác 0,00002. 

2. Cho các số gần đúng z = 54919020 + 1000 

và b = 5,7914003 + 0,002. 

Hãy xác định số quy tròn của z và ð. 


3. Mỗi học sinh lớp 10A đóng góp 2 quyên 
sách cho thư viện trường. Lớp trưởng 
thống kê lại số sách mà mỗi tô trong lớp 
đóng góp ở bảng sau: 


Hãy cho biết lớp trưởng thống kê đã chính 
xác chưa. Tại sao? 
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4. Sản lượng nuôi tôm phân theo địa phương 
của các tỉnh Cà Mau và Tiền Giang được 
thê hiện ở hai biêu đồ sau (đơn vị: tấn): 


Cà Mau 
200000 


175000 
150000 
125000 
100000 
15000 L^j 
Năm2008 Năm 2013 Năm 2018 


Tiền Giang 


25000 
20000 
ESuIlÏ 
son lý 
Năm 2008 Năm 2013 Năm 2018 
(Nguồn: Tổng cục Thống kê) 

a) Hãy cho biết các phát biểu sau là đúng 
hay sai: 

¡. Sản lượng nuôi tôm mỗi năm của tỉnh 
Tiền Giang đều cao hơn tỉnh Cà Mau. 

ii. Ở tỉnh Cà Mau, sản lượng nuôi tôm năm 
2018 tăng gấp hơn 4 lần so với năm 2008. 

ii. Ở tỉnh Tiền Giang, sản lượng nuôi tôm 
năm 2018 tăng gấp hơn 2,5 lần so với 
năm 2008. 

iv. Ở tỉnh Tiền Giang, từ năm 2008 đến 
năm 2018, sản lượng nuôi tôm mỗi năm 
tăng trên 50% so với năm cũ. 

v. Trong vòng 5 năm từ 2013 đến 2018, sản 
lượng nuôi tôm của tỉnh Cà Mau tăng cao 
hơn của tỉnh Tiền Giang. 

b) Đề so sánh sản lượng nuôi tôm của hai 
tỉnh Cà Mau và Tiền Giang, ta nên sử 
dụng loại biểu đồ nào? 


5. Bạn Châu cân lần lượt 50 quả vải thiêu 
Thanh Hà được lựa chọn ngẫu nhiên từ 
vườn nhà mình và được kết quả như sau: 


a) Hãy tìm số trung bình, trung vị, mốt của 
mẫu sô liệu trên. 

b) Hãy tìm độ lệch chuẩn, khoảng biến 
thiên, khoảng tứ phân vị và giá trị ngoại lệ 
của mẫu số liệu trên. 

6. Độ tuổi của 22 cầu thủ ở đội hình xuất phát 


của hai đội bóng đá được phi lại ở bảng 
sau: 


a) Hãy tìm sô trung bình, môt, độ lệch 
chuân và tứ phân vị của tuôi môi câu thủ 
của từng đội bóng. 

b) Tuôi của các câu thủ ở đội bóng nào 
đông đêu hơn? Tại sao? 


7. Một cửa hàng bán xe ô tô thay đối chiến 
lược kinh doanh vào cuối năm 2019. Số xe 
cửa hàng bán được mỗi tháng trong năm 
2019 và 2020 được ghi lại ở bảng sau: 


a) Hãy tính số trung bình, khoảng tứ phân 
vị và độ lệch chuẩn của số lượng xe bán 
được trong năm 2019 và năm 2020. 


b) Nêu nhận xét về tác động của chiến lược 
kinh doanh mới lên sô lượng xe bán ra 
hăng tháng. 


HOẠT ĐỘNG THỰC HÀNH 


VÀ TRẢI NGHIÊM 
BÀI Ì. Dùng máy tính cảm tay để tính toán với 


số gân đúng và tính các số đặc trưng của mâu 


số liệu thống kê 


MỤC TIÊU 


- Biết sử dụng máy tính cầm tay đề tính toán với các số gần đúng. 

- Biết sử dụng máy tính cầm tay đề tính các số đặc trưng của mẫu số liệu thống kê. 
CHUẨN BỊ 

— Máy tính cầm tay. 


— Sách giáo khoa Toán 10. 
TỔ CHỨC HOẠT ĐỘNG 


HOẠT ĐỘNG 1. Sử dụng máy tính cầm tay để tính toán với các số gần đúng 


1. Tìm hiểu cách cài đặt làm tròn số trên máy tính cầm tay 


Sau khi mở máy, ấn liên tiếp các phím (s] {WNU] đề màn |1: Input/Output | 
ắ TY 2:Ängle Unit 

hình hiện lên bảng lựa chọn.  Gbep Fornat 
4:Engineer Symbol 

Ấn các phím (3) để chọn mục Number Format (định 1:FEix : 

£ 2: 9C] 

dạng sô). 3:Norm 

Ấn phím [1) để chọn cài đặt làm tròn SỐ thập phân (Fix). 1:Fix ' 
2:5ci 
3:Norm 
Fix:Select 0~9 

Sau đó, chọn số chữ số ở phần thập phân băng cách ấn phím *”w S 

số tương ứng (chọn số từ 0 đến 9). 

Ví dụ: Ân phím [5} đề chọn làm tròn số đến số thập phân 

thứ 5. 

Thử kết quả. 2 Mẹ cô ˆ 


Ví dụ: Tính giá trị của ND] . làm tròn đến số thập phân thứ 5. 


Ấn liên tiếp các phím [A€] (va) (2) (E) 60). ta được kết quả 1.41421 
làm tròn đến số thập phân thứ 5 như trong hình bên. 


2. Thực hành sử dụng máy tính cầm tay để tính toán với số gần đúng 


Đ Thực hiện các phép tính sau trên máy tính cầm tay (trong kết quả lấy 4 chữ số ở 
phân thập phân): 


3 
a) 45. 20,1; b) Š/2,I!Ẻ +1—2(2,I +1; cị b5, 
Ä/6,8 
Hướng dân: Thực hiện các bước cài đặt làm tròn số tương tự như trên (với số chữ số ở phần 
thập phân là 4), sau đó tiến hành nhập biêu thức cần tính toán. 


HOẠT ĐỘNG 2. Sử dụng máy tính cầm tay để tính các số đặc trưng của mẫu số liệu 


thống kê 


Ví đụ: Tính các sô đặc trưng đo xu thê trung tâm và mức độ phân tán của mâu sô liệu điêu tra 
về sô thành viên trong môi hộ gia đình của một xóm cho bởi bảng tân sô sau: 


"an". 
“an 


Sử dụng máy tính cầm tay, ta tiến hành các bước sau: 


1. Bật chế độ bảng tần số 


Sau khi mở máy, ấn liên tiếp các phím [HT] {WENU] và phím di 1:Eraction Result 
H Â Tàn Đà NT. 2:€©omp lex 
chuyên CY) đê màn hình hiện lên bảng lựa chọn. Ti atietic- 
4:Equation/Func 
Ấn phím [3) để chọn mục Statistics (thống kê). Màn hình F'requency? 
sẽ hiển thị bảng lựa chọn như hình bên. ,„a 
Tiếp đó, ấn phím [1} để bật bảng tần só. 


2. Chuyển máy tính sang chế độ thống kê và nhập dữ liệu thống kê 


DÌ 


x< Frea 


Ấn liên tiếp các phím (6) L1) đề chuyên máy tính 
sang chế độ thống kê. Màn hình sẽ hiền thị bảng tần số như 


ở bên. 


‡> C) hà + 


Tiên hành nhập sô thành viên vào cột bên trải (cột x) và sô 


* lá) 

hộ gia đình tương ứng vào cột bên phải (cột Freq). X”” 

Lưu ý: Ân phím [E] mỗi khi nhập xong một số liệu; Ân các 

phím @, ®, (®), (A) đề di chuyền giữa các cột, hàng 

số liệu. 

Ẫ , lì ` Ẫ *.Ð^ ^ Ã 1*^ 

An phím đê hoàn tât việc nhập sô liệu. : xÍ. ñyy 
5 = 8 
6 7 Bị 
7 m== 


"`. 


3. Xem các số đặc trưng của mẫu số liệu thống kê và ghi kết quả 
Ấn liên tiếp các phím (2) để máy tính hiển thị kết quả tính các số đặc trưng của mẫu 
số liệu. Án tiếp phím C#) đề xem thêm kết quả. 


}j 
=4,f1ñ101ñ1 ll44(32 =7 
“ả8 


“| 1372111 


=1: 162203051 


Phương pháp hiệu chỉnh dữ liệu: 

e Đề mở lại bảng dữ liệu đã nhập: Ân liên tiếp các phím (3). 

e Ấn các phím @®, ®, (Y), @ để tìm đến só liệu cần hiệu chỉnh, nhập giá trị mới và ấn 
(E) đề thay đối. 


®, Kết quả điều tra về số xe máy của mỗi hộ gia đình trong một khu phố được cho bởi bảng 
tần sỐ sau: 


Tính các sô đặc trưng đo xu thê trung tâm và mức độ phân tán của mâu sô liệu trên. 


BÀI rA Dùng bảng tính để tính các số đặc trưng 
của mâu sô liệu thông kê 


MỤC TIÊU 


- Biết dùng các lệnh của bảng tính (Microsoft Excel) đề tính các số đặc trưng đo xu thế trung 
tâm và mức độ phân tán của một mẫu sô liệu thông kê. 


— Có cơ hội trải nghiệm, vận dụng các kiến thức thống kê đề phân tích số liệu trong hoạt 


động thực tiễn. 


CHUẨN BỊ 


— Máy tính đề bàn, máy tính bảng hoặc máy tính xách tay có cài phần mềm Microsoft Excel. 
— Sách giáo khoa Toán 10. 
L4 , ˆ^ 
TỔ CHỨC HOẠT ĐỘNG 


1. Nhập một mẫu dữ liệu thống kê vào các hàng và cột của một bảng tính trong bảng tính 


Ví dụ: Nhập dữ liệu thống kê điểm kiểm tra môn Toán của 25 học sinh lớp 10A vào phần 
mềm bảng tính và lập bảng tần số như sau đây: 


®© œ >¬'i ŒẤẦ CŒ >> ĐÓ NM *k 


BẢNG THÓNG KÊ ĐIÊM KIỀM TRA MÔN TOÁN LỚP 10A 


13|Nguyễn ThịNg — | s$ 
14|Nguyễn Hoàng Nam | — —— 6s 
15 
16|Trân Gia Phá — |  § 
17|Hoàng Ngọc Phương | 6.5 


23|Nguyễn Đặng TíT1n. | — | 
24|Nguyễn Thị Thu Tra | — 6.5 
25|Phan Trường Vĩnh 


2. Tìm hiểu một số hàm tính số liệu thống kê trong bảng tính Excel 


“an 


Tứ phân vị thứ ba (Ó, =QUARTILE.EXC(C4:C28,3) 


Độ lệch chuẩn =STDEV.P(C4:C28) 1,677617358 


25 


Khoảng tứ phân vị (IQR) =J7-lS 


Trong đó, C4:C2§ là địa chỉ cột C từ hàng 4 đến hàng 28 của bảng tính, nơi ghi số liệu điểm 
kiểm tra môn Toán của lớp. 


Lại Kiểu Anh Ti mmmme.> 
|Phạm Thị Lan Ah | -  -— § 
TrơngHuêBO |  ø 


Nguyễn ThịNg — |  s 
[Nguyễn Hoàng Nam | 65 
Trần Gia Phá  — |  — § 

—____ 8 


[Nguyễn Phương Thanh | — 4 
|Đỗ Thanh Tho — | — ——øs 
|Đặng Thị Thy — | — ø 
[Nguyễn Đặng Tí 1n. | ———— ——ọ 


- 
7,5 


Số trung bìm | 666 
Trngij, | 6$ 
'Tứ phân vị thứ nhất (QI|_ — — sỈ 
'Tứ phân vị thứ hai (Q2) | — — 6.5 
'Tứ phân vị thứ ba (Q3) | — § 
Mộc | 63 


2.8144 
Độ lệch chuân 1.677617358 
Khoảng tứ phân vị 


3. Dùng các kiến thức thống kê đã học để giải thích một số kết quả của bảng tính 
Vĩ dụ: 

e Tại sao MEDIAN(C4:C28) = QUARTILE.EXC(C4:C28,1)? 

e Tại sao MODE(C4:C28) = 6,52 

e Tại sao IQR = QUARTILE.EXC(C4:C28,3) - QUARTILE.EXC(C4:C28,1)2 

e Tại sao VAR.P(C4:C28) =[STDEV.P(C4:C28)J?? 


4. Phân tích các số đặc trưng đã thu được trong bảng tính để nêu nhận xét của bạn về 
kết quả học tập môn Toán của lớp 


%, Chia lớp theo tô để phân công làm thống kê như trên đối với điểm kiểm tra môn Toán 
của lớp và tông hợp các kêt quả trong một văn bản hoặc trang trình chiêu. 


©®, Làm tương tự với điểm kiêm tra các môn học khác của lóp. 


Bạn có biết? 


Nếu sử dụng hàm QUARTILE.EXC để tính tứ phân vị thứ nhất và thứ ba của mẫu số liệu 
trong ví dụ 4b (Chương VI - Bài 3. Các số đặc trưng đo xu thế trung tâm của mẫu số liệu): 
2; 3: 10; I3 5 mm“./7 
ta được kết quả O,= 4 tu p=.0 S5 Kết quả này khác với kết quả ta đã tính ra. Điều 
này là đo phần mềm Microsoft Excel đã sử dụng một dạng hiệu chỉnh của công thức tính 
tứ phân vị thứ nhất và thứ ba. Với mẫu ngẫu nhiên đã được sắp xếp M.ŠxS..=x,hấm 
QUARTILE.EXC tính tứ phân vị thứ nhất và thứ ba như sau: 
O0, 0, 
| | | 3 
2*2‹ + 22: TP, + 3m 


| 
Ä2r.ị =3. † 2 Tá‹2 


| 
ợ: 


l l 3 
2z~i BG 2 ~›2 Ạ X;¿.;„ Ạ đy.a 


Ä2k+2 Ã‡„.a 
Như vậy, hàm QUARTILE.EXC sẽ cho ra tứ phân vị thứ nhất và thứ ba giống như công thức 


ta đã học đôi với mâu có cỡ lẻ. 


(Nguôn: https://en.wikipedia.org/wiki/Quartile) 


BẢNG GIẢI THÍCH THUẬT NGỮ 


Đồ thị hàm số 

Là tập hợp tất cả các điểm Ä⁄(x; ƒtx)) với x 
thuộc tập xác định của hàm SỐ. 

Độ chính xác 

Là số chênh lệch giữa số gần đúng của 
số đúng. 

Độ lệch chuẩn 

Là căn bậc hai của phương sai, kí hiệu là Š. 


Hàm số bậc hai 

Hàm số bậc hai theo biến x là hàm số cho 
bởi công thức có dạng y = ax? + bx + c, với 
a, b, c là các số thực và a khác 0. 

Hệ bất phương trình bậc nhất hai ẩn 

Hệ gồm hai hay nhiều bất phương trình bậc 
nhất hai ân. 

Khoảng biến thiên 

Hiệu giữa giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất 
của một mẫu số liệu. 

Khoảng tứ phân vị 

Hiệu của tứ phân vị thứ ba và tứ phân vị 
thứ nhất. 


Mệnh đề 

Là khái niệm cơ bản của toán học. Mỗi 
mệnh đề luôn hoặc đúng hoặc sai. 

Miền nghiệm của bất phương trình bậc 
nhất hai ấn 

Trong mặt phăng toạ độ Óxy, tập hợp các 
điểm (x„; yạ) sao cho ax, + Đyạ + e< 0 được 
gọi là miên nghiệm của bât phương trình 
ax + by+c<09. 

Miền nghiệm của hệ bất phương trình 
bậc nhất hai ân 

Là giao của các miền nghiệm của các bất 
phương trình có trong hệ. 

Mốt 

Cho một mẫu số liệu dưới dạng bảng tần sỐ. 
Giá trị có tần số lớn nhất được gọi là mốt của 


v.4 Ã. 1a YA 
mâu sô liệu. 


Nghiệm của hệ bất phương trình bậc nhất 
hai ấn 

Là nghiệm chung thoả mãn tất cả các bất 
phương trình có trong hệ. 

Phương sai 

Phương sai của mẫu số liệu, kí hiệu là ®%, 
được tính bởi công thức: 


s'=—((œ =3) +íx,~#) +..+(x, =3) ). 


Sai số tuyệt đối 
Nếu z là số gần đúng của số đúng Z thì 
A = |z— a| được gọi là sai số tuyệt đối của 
số gần đúng 4. 
Sai số tương đối 
Là tỉ số giữa sai số tuyệt đối và giá trị tuyệt 
đối của số gần đúng. 
Số trung bình cộng 
xi1 Ea TA, 

n 
Tập giá trị 
Tập giá trị của hàm số y = /x) là tập hợp 
gồm tất cả các giá trị y tương ứng với x 
thuộc tập xác định. 
Tập xác định 
Tập xác định của hàm số y = ƒ{x) là tập hợp 
các giá trị x làm cho hàm số có nghĩa. 
Trung vị 
Là giá trị ở chính giữa của mẫu số liệu đã 
được sắp xếp theo thứ tự không giảm. 
Tứ phân vị 
Tứ phân vị của một mẫu số liệu (theo thứ tự 
không giảm) gồm ba giá trị, gọi là tứ phân 
vị thứ nhất, thứ hai và thứ ba. Ba giá trị này 
chia tập hợp đữ liệu đã sắp xếp thành bốn 
phần đều nhau. 
Vectơ 
Là một đoạn thăng có hướng. 
Vecto-không 
Vectơ có điểm đầu và điểm cuối trùng nhau. 


BẢNG TRA CỨU THUẬT NGỮ 


Bắt phương trình bậc nhất hai ân 


Đại lượng có hướng 
Đại lượng vô hướng 
Điểm cuối của vectơ 
Điểm đầu của vectơ 
Điều kiện cần, điều kiện đủ 
Điều kiện cần và đủ 
Định lí côsin 

Định lí sin 

Đồ thị hàm số 

Độ chính xác 

Độ dài của vectơ 

Độ lệch chuẩn 

Giá của vectơ 

Giá trị lượng giác 
Giá trị ngoại lệ 

Giải tam giác 

Giao của hai tập hợp 


Góc giữa hai vectơ 


Hàm số 

Hàm số bậc hai 

Hàm số đồng biến 

Hàm số nghịch biến 

Hệ bất phương trình bậc nhất hai ân 
Hiệu của hai tập hợp 

Hiệu của hai vectơ 


Hợp của hai tập hợp 


Khoảng biến thiên 
Khoảng tứ phân vị 


Trang 
7 


6] 
DÃI 


106 


122 


122 


120 
120 


Mệnh đề 

Mệnh đề chứa kí hiệu V 
Mệnh đề chứa kí hiệu 3 
Mệnh đề đảo 

Mệnh đề kéo theo 

Mệnh đề tương đương 

Miền nghiệm của bắt 
phương trình bậc nhât hai ân 


Miền nghiệm của hệ bất phương 


trình bậc nhất hai ẩn 
Mốt 


Nghiệm của hệ bất phương trình 


bậc nhât hai ân 


Phần bù của tập hợp 
Phương sai 


Quy tắc ba điểm 
Quy tắc hình bình hành 


Sai số tuyệt đối 

Sai số tương đối 
Số gần đúng 

Số trung bình cộng 
Tập con 

Tập giá trị 

Tập rỗng 

Tập xác định 

Tích vô hướng của hai vectơ 
Tổng của hai vectơ 
Trung vị 

Tứ phân vị 

Vectơ 
Vectơ-không 


117 


122 


Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam xin trân trọng cảm ơn 
các tác giả có tác phám, tư liệu được sử dụng, trích dân 
trong cuôn sách này. 


Chịu trách nhiệm xuất bản 
Chủ tịch Hội đồng Thành viên NGUYÊN ĐỨC THÁI 
Tổng Giám đốc HOÀNG LÊ BÁCH 


Chịu trách nhiệm nội dung 
Tổng biên tập PHẠM VĨNH THÁI 


Biên tập nội dung: ĐĂNG THỊ THUÝ —- TRÀN HÀ SƠN 

Biên tập mĩ thuật: BÙI XUÂN DƯƠNG 

Thiết kế sách: BÙI XUÂN DƯƠNG 

Trình bày bìa: THÁI HỮU DƯƠNG 

Minh hoạ: BÙI XUÂN DƯƠNG 

Sửa bản in: ĐĂNG THỊ THUÝ —- TRÀN HÀ SƠN 

Ché bản: CÔNG TY CP DỊCH VỤ XUẤT BẢN GIÁO DỤC GIA ĐỊNH 


Bản quyền thuộc Nhà xuắt bản Giáo dục Việt Nam. 


Tất cả các phần của nội dung cuốn sách này đều không được sao chép, lưu trữ, chuyên thê dưới bất kì 
hình thức nào khi chưa có sự cho phép bằng văn bản của Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam. 


TOÁN 10 — TẬP MỘT (Chân trời sáng tạo) 


Mã số: 


Số QĐXE:......... ngày.... tháng.... năm 20.... 
In xong và nộp lưu chiểu tháng.... năm 20.... 
Mã số ISBN: 


HUÂN CHƯƠNG HỒ CHÍ MINH 


BỘ SÁCH GIÁO KHOA LỚP 10 - CHÂN TRỜI SÁNG TẠO 


. loán 10, Tập một 

. Toán 10, Tập hai 

.. Chuyên đề học tập Toán 10 
Ngữ văn 10, lập một 

Ngữ văn 10, lập hai 

.. Chuyên đề học tập Ngữ văn 1 
. Tiếng Anh 10 Friends Global 
Lịch sử 10 

9.. Chuyên đề học tập Lịch sử 10 
10. Địa lí 10 

11. Chuyên đề học tập Địa lí 10 


. Chuyên đề học tập Giáo dục Kinh tế 


và Pháp luật 10 


. Vật lí10 

.. Chuyên đề học tập Vật lí 10 
._ Hoá học 10 

0 17. 
._ Sinh học 10 

.. Chuyên đề học tập Sinh học 10 

. Âm nhạc 10 

.. Chuyên đề học tập Âm nhạc 10 

.. Hoạt động trải nghiệm, hướng nghiệp 10 (BẢN 1) 
12. Giáo dục Kinh tế và Pháp luật10 33. 


Chuyên đề học tập Hoá học 10 


Hoạt động trải nghiệm, hướng nghiệp 10 (BẢN 2) 


Các đơn vị đầu mối phát hành 


e Miền Bắc: 
e Miền Trung: 
e Miền Nam: 


e Cửu Long: 
Sách điện tử: 


Kích hoạt để mở học liệu điện tử: Cào lớp nhũ trên tem 
để nhận mã số. Truy cập http://hanhtrangso.nxbgd.vn 
và nhập mã số tại biểu tượng chìa khoá. 


CTCP Đầu tư và Phát triển Giáo dục Hà Nội 
CTCP Sách và Thiết bị Giáo dục miền Bắc 


CTCP Đầu tư và Phát triển Giáo dục Đà Nẵng 
CTCP Sách và Thiết bị Giáo dục miền Trung 


CTCP Đầu tư và Phát triển Giáo dục Phương Nam 
CTCP Sách và Thiết bị Giáo dục miền Nam 


CTCP Sách và Thiết bị Giáo dục Cửu Long 
http://hanhtrangso.nxbgd.vn 


—— 


